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Introduction

Le probleme de conjugaison est un probleme classique de théorie des groupes apparu en
1911 ([2]). Etant donné un groupe G et deux éléments a,b € G, on dit que a et b sont
conjugués s’il existe ¢ € G tel que a = cbc™!. On dit alors que ¢ conjugue a sur b. Le
probleme de conjugaison pour un certain groupe G consiste a donner une méthode ou un
algorithme permettant de calculer si deux éléments de GG sont conjugués, en fournissant
si possible un élément qui les conjugue. Ce probleme peut facilement se généraliser au
cas des monoides. En effet, étant donné un monoide M, on peut s’intéresser a ’ensemble
des éléments inversibles de M, qui forme un groupe, disons G, et on dira alors que deux
éléments a,b € M sont conjugués s'il existe ¢ € G tel que a = cbe™t. Ce probléme est
connu pour étre indécidable; une preuve détaillée est donnée dans [17]. Pour autant,
il existe plusieurs classes de groupes et de monoides pour lesquelles un algorithme est
connu, on peut penser par exemple a certains types de matrices.

C’est cette piste que 'on va explorer dans ce mémoire en apportant les outils théoriques
permettant de résoudre le probleme de conjugaison dans M,,(Z). Dans ce contexte, la
relation de conjugaison pour les matrices est exactement la méme chose que la relation
de similitude. Cette notion nous rappelle d’abord des souvenirs d’algebre linéaire lorsque
nos matrices sont a coefficients dans un corps commutatifs K. Le premier chapitre se
concentrera donc sur la résolution du probleme de conjugaison dans GL,(K). Dans ce
cadre, résoudre le probleme de conjugaison peut se faire en recherchant une forme ca-
nonique pour la matrice, c’est-a-dire, chercher une base ou la matrice a des propriétés
tellement restrictives, qu’un simple coup d’ceil permet de la différencier des autres ma-
trices partageant cette propriété. En ce sens, on apprend en deuxieme année de bachelier
la forme normale de Jordan, qui a la particularité d’étre composée de blocs ayant sur la
diagonale une certaine valeur propre et sur la surdiagonale des 1. Ainsi, si deux matrices
admettent une telle forme, il suffit de comparer les blocs de Jordan pour savoir si les
matrices sont semblables. Plus précisément, si A et B sont deux matrices a coefficients
dans un corps qui admettent respectivement J et J' comme forme normale de Jordan,
alors A et B sont semblables si et seulement si J et J' sont identiques a I'ordre des blocs
pres. Un rappel du théoreme de Jordan fait ’objet de la toute premiere section. Pour
autant, on n’a pas résolu le probléeme de conjugaison dans M,,(K) car il faut que K soit
algébriquement clos pour que toute matrice admette une forme normale de Jordan. C’est
pour cela qu’on introduit une autre forme canonique pour ces matrices : la forme normale
de Frobenius. Une matrice est sous cette forme lorsqu’elle est composée de blocs com-
pagnons, des blocs qu’on peut facilement associer a un polynéme. De ce fait, la preuve
que tout matrice peut se réécrire sous cette forme se fait a travers I’étude des modules



sur I'anneau des polyndmes a coefficients dans K. Cet anneau noté K[X] est euclidien
puisque K est un corps commutatif, et donc il est principal. Il en suit que notre étude des
formes canoniques pour M,,(K) nous fera passer par I’étude plus générale et plus abs-
traite des modules de torsion de type fini sur un anneau principal. Ainsi, toute la seconde
section du premier chapitre aura pour objectif d’apporter les lemmes et le vocabulaire
nécessaires pour démontrer le théoreme des facteurs invariants.

Théoréme (Facteurs invariants). Tout A-module de torsion de type fini M est iso-
morphe a un biproduit fini de A-modules cycliques. De plus, il existe une telle décom-
position
m
M = @A/ brA,

k=1

satisfaisant by, divise by pour tout k € [1,m — 1], et cette décomposition est unique.

En plus de résoudre le probleme de conjugaison dans M, (K), ce théoreme va nous
permettre dans la derniere section du chapitre de classifier a isomorphisme pres tous
les groupes abéliens finis en les considérant comme des Z-modules. L’étude des groupes
abéliens finis et libres de type fini va nous prodiguer des outils pour les chapitres suivants.
L’ensemble des résultats du premier chapitre sont tirés de [14].

En outre, cela résout le probléme de conjugaison dans M,,(K) mais cela ne nous donne
qu’une réponse incomplete si 'on s’intéresse a M,,(Z). En effet, si on a A, B € M, (Z)
qui ne sont pas conjugués dans M,,(Q), alors en particulier ils ne le sont pas dans M,,(Z),
mais si par contre ils sont conjugués dans M,,(Q), alors on ne peut pas conclure car la
matrice de changement de base pourrait avoir des coefficients non entiers. Par exemple,

les matrices
0 -5 2 3
1 0/)’\=3 =2

ne sont pas conjuguées dans My (Z), pourtant,

R AT

A ce stade, on va avoir besoin d’un arsenal complétement différent pour aborder ce
probléme de conjugaison : la théorie algébrique des nombres. A lorigine, cette théorie
a été développée pour fournir des outils a la résolution d’équations diophantiennes,
comme celle du dernier théoreme de Fermat, sur lequel il nous sera impossible de ne pas
faire de digressions. En effet, au troisiéme chapitre, on introduit le concept de nombre
premier régulier afin de démontrer une version faible du dernier théoréme de Fermat que
voici.



Théoréme (Fermat-Kummer). Soit p un nombre premier régulier, alors I’équation dio-
phantienne x? 4+ y? = 2P n’admet aucune solution non triviale.

Pour se faire, ’étude des anneaux p-cyclotomiques est indispensable. Ces anneaux sont
de la forme Z[(] ou ¢ = % avec p un nombre premier impair. On a par exemple dans
cet anneau que 1 — ¢ est un nombre premier qui divise p. Ce nombre et ses propriétés
vont s’avérer centraux dans la démonstration du théoreme. La démonstration présentée
dans ce mémoire est tirée de [21] et [5].

Savoir comment les nombres premiers se décomposent dans des anneaux du type Z[(] est
au coeur de la théorie algébrique des nombres. Le second chapitre du mémoire consistera
donc majoritairement a développer les outils élémentaires de cette théorie. Pour com-
prendre comment manier ces outils, il est nécessaire de maitriser certaines bases d’algebre
commutative et de théorie des anneaux. Cela s’explique par le besoin de traduire les pro-
priétés arithmétiques de Z en propriétés sur les idéaux d’anneaux plus généraux. Par
exemple, on étudiera dans la seconde section du deuxieme chapitre les anneaux de De-
dekind qui ont la particularité de posséder un équivalent au théoreme fondamental de
I’arithmétique pour leurs idéaux, alors qu’ils ne sont pas forcément factoriels. Pour ce
chapitre, on se basera fortement sur [19],[4] et [16].

Par ailleurs, ’étude de ce défaut de factorialité dans ces anneaux sera aussi au centre
de ce mémoire car cela va nous amener a considérer un nouveau concept : les classes
d’idéaux fractionnaires. Si I’on voit les idéaux d’un anneau integre A simplement comme
les sous-modules de cet anneau vu comme un module, alors on peut voir les idéaux
fractionnaire de A comme certains types de sous-A-modules de K ou K désigne le corps
des fractions de A. La condition que doivent satisfaire ces modules I pour étre des
idéaux fractionnaires est qu’il existe d € A* tel que dI C A. Ceci motive la définition
suivante : deux idéaux fractionnaires I et J sont dit équivalents s’il existe d € K tel que
J = dI. Remarquons que cette relation n’admet qu'une classe d’équivalence exactement
lorsque ’anneau est principal. Et puisque un anneau de Dedekind a la particularité d’étre
principal si et seulement s’il est factoriel, on a alors que le nombre de classes d’idéaux
fractionnaires mesure a quel point ’anneau n’est pas factoriel. De plus, on peut munir
ces classes d’idéaux fractionnaires d’une loi de groupe ou le neutre est la classe des
idéaux fractionnaires principaux. La troisieme section du second chapitre se concentre
sur le calcul effectif de ce groupe. Les arguments pour cette section sont tirés de [21] et

[19].

De surcroit, on étudiera des anneaux encore plus généraux que les anneaux de Dedekind
appelés ordres. Ces ordres admettent des idéaux fractionnaires définis de la méme fagon,
mais la grande différence avec les anneaux de Dedekind, c¢’est que les classes d’idéaux ne
forment plus un groupe mais seulement un monoide. Le calcul de ce monoide pour un
ordre O se fera a travers le calcul du groupe des classes d’idéaux fractionnaires inversibles
des sur-ordres de . Ces derniers se calculent via une suite exacte faisant intervenir le
groupe de classes d'un anneau de Dedekind, et un certain quotient de cet anneau. Ceci



est vu en détail dans la derniere section du chapitre 2. Les résultats proviennent de
[15],[16] et [8].

Une fois tout ce travail effectué, on pourra comprendre les classes d’idéaux fractionnaires
des anneaux de la forme Z[a], qu’ils soient de Dedekind ou non. Cela va nous permettre
dans le dernier chapitre de revenir a notre probleme de conjugaison de matrices entieres
grace au théoreme suivant.

Théoréme (Latimer—-MacDuffee). Soit P € Z[X] un polynéme unitaire irréductible de
degré n > 1. Il existe une bijection entre les classes de similitudes de matrices n x n
entieres ayant P comme polynome caractéristique et les classes d’idéaux fractionnaires
de Z[a] ou « est une racine de P.

Les sources pour ce chapitre sont [13],[22],[11],[15],[12] et [6].

Ce mémoire repose sur un grand nombre de références, dont I’étude a permis d’explorer
en profondeur la théorie algébrique des nombres afin d’en proposer deux applications
précises. D’une part, ce travail s’est concentré sur le théoreme de Fermat-Kummer et,
d’autre part, il s’est penché sur le probleme de la conjugaison des matrices entieres a
travers le théoreme de Latimer—MacDuffee. L’une des contributions personnelles de ce
travail a consisté a rendre cohérent ’ensemble de la littérature confrontée, celle-ci s’éta-
lant sur pres d'un siecle et présentant des approches tres variées. Enfin, j’ai enrichi ce
mémoire d’exemples originaux, fruits de mon travail personnel. Il est conseillé au lec-
teur de ce mémoire d’avoir suivi un cours d’algebre commutative et de théorie de Galois
comme LMAT1331 et LMAT1361 donné & I'UCLouvain. En effet, on ne rappelle par
exemple pas les théoremes d’isomorphismes ou le théoreme des restes chinois. Les no-
tions plus classiques de ces cours ne seront pas forcément redémontrées, mais certaines
seront quand méme rappelées si cela s’avere nécessaire. Enfin, ce mémoire est loin de
répondre au probleme de conjugaison des matrices entieres dans son ensemble. Le théo-
reme de Latimer—MacDuffee ne nous donne une réponse que dans le cas ou le polynéme
caractéristique est irréductible, et méme dans ce cas-la, les contraintes calculatoires nous
ont forcé a traiter uniquement les matrices 2 x 2 dans les exemples. Le lecteur intéressé
par la littérature récente a ce sujet, ou plus généralement aux solutions algorithmiques,
est invité a consulter [11],[15] et [12].
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Chapitre 1

Probléme de conjugaison dans M, (K)

Tout au long de ce mémoire, les anneaux seront considérés unitaires et commutatifs et les
sous-anneaux d’un anneau seront eux-aussi considérés unitaires. Le symbole A désignera
toujours un anneau integre. Pour tout anneau A, le symbole A* désigne les éléments
inversibles de A pour la multiplication et le symbole A* désigne I'anneau A privé de
son élément neutre additif. On étend cette notation aux entiers naturels, c’est-a-dire

N* := N\{0}.

1.1 Théoréeme de Jordan

Cette premiere section introductive sert uniquement a rappeler certains résultats d’al-
gebre linéaire rencontrés en bachelier, en lien avec le probleme de conjugaison dans
M, (K). Le lecteur intéressé par les preuves des théoréemes présentés ou des exemples
peut consulter [14].

Définition 1.1.1 (Bloc de Jordan). Soit K un corps commutatif et a € K. On appelle
bloc de Jordan de a d’échelon m, toute matrice carré m x m de la forme

a1 0 0 --- 0

0O al 0 --- 0

0 0a 1 -+ 0
Im(a) =

0 0O a 1

000 O a

Définition 1.1.2 (Forme normale de Jordan). Soit K un corps commutatif. On dit
qu’une matrice admet une forme normale de Jordan, ou est jordanisable sur K si elle est

11



semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme

Jm1 (al)
ng (0'2)
Jms (a3)

Jmk (ak)

ou chaque J,,, (a;) est le bloc de Jordan de a; € K d’échelon m;.

Théoréme 1.1.3 (Jordan). Toute matrice a coefficients dans un corps commutatif, dont
le polynome caractéristique est scindé, est jordanisable sur ce corps.

Corollaire 1.1.4. Si K est un corps algébriquement clos, alors A, B € M, (K) sont
semblables si et seulement s’ils ont la méme forme normale de Jordan, a lordre des
blocs pres.

1.2 Théoréeme des facteurs invariants

Le corollaire 1.1.4 ne nous donne une solution au probléme de conjugaison dans M,,(K)
que lorsque K est algébriquement clos. On a donc besoin d'une forme canonique plus
générale que celle de Jordan. Le théoreme des facteurs invariants va nous aider a trouver
cette forme canonique.

1.2.1 Modules noethériens

Définition 1.2.1 (Module noethérien). Un A-module M est dit noethérien s’il satisfait
la condition de la chaine ascendante, c’est-a-dire que toute chaine Hy C Hy C H3 C -+ -,
de sous-modules de M est stationnaire.

Définition 1.2.2 (Anneau noethérien). Un anneau A est dit noethérien s'il est noethé-
rien en tant que A-module sur lui-méme.

Proposition 1.2.3. Un A-module est noethérien si et seulement si tous ses sous-modules
sont de type fini.

Démonstration. Soit M un A-module noethérien et H un sous-module de M. Supposons
par l'absurde que H n’est pas de type fini. En particulier, en prenant hy € H, h; n’en-
gendre pas H. Cela implique qu’il existe hy € H\(hy), et par hypothese, H # (hy, hs).
Il en suit qu'il existe hy € H\(hy, hy). Ainsi de suite, on crée une chaine ascendante

12



(h1) C (h1,he) C (h1,ho, hg) C --- de A-modules qui n’est pas stationnaire. On obtient
donc une contradiction.

Réciproquement, prenons M un A-module ayant la propriété que tous ses sous-modules
soient de type fini. Etant donné une chaine de sous-modules de M : Hy € Hy C Hy C -+,
on peut considérer H = J,cn+ Hy qui est aussi un sous-module de M. Par hypothese, il
existe myq,...,m; € M tels que H = (my,...,my), et la définition de H nous dit que pour
tout k € [1,1], il existe s € N* tel que my € Hy. On peut prendre alors ¢ comme le plus
grand de ses indices s, et on obtient que my € H; pour tout k € [1,1]. Il en suit que
H C Hy, ce qui conclut. O

Définition 1.2.4 (Anneau principal). Un anneau intégre est dit principal si tous ses
idéaux sont principaux.

Proposition 1.2.5. Tout anneau principal est noethérien.

Démonstration. D’apres la proposition 1.2.3, un anneau est noethérien si et seulement
si tous ses idéaux sont finiment engendrés, et ceci est le cas pour les anneaux principaux.

]

Proposition 1.2.6. Soit B un anneau et A un sous-anneau de B. Si B est un A-module
de type fini, alors les B-modules de type fini sont des A-modules de type fini.

Démonstration. Soit M = (my, ..., m;) un B-module de type fini, cela veut dire que pour
tout m € M, il existe by, ..., b; tels que

l
=1

Si B est un A module de type fini, cela veut dire qu’il existe b}, ..., b/, € B satisfaisant la
propriété que pour tout b € B, il existe aq, ..., a, € A tels que

n

b= Z ajb;».
=1
En particulier, pour tout i € [1,(], il existe a; 1, a;2, ..., a;, tels que

n
/
bz‘ = Z ai’jbj.
=1

Ainsi, pour tout m € M, on a

l l n I n
i=1

i=1 \j=1 i=1j=1
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Ce qui conclut. ]

Proposition 1.2.7. Etant donné une suite ezacte courte 0 — K N VRN Q — 0 de
A-modules, on a que M est noethérien si et seulement si K et Q) le sont.

Démonstration. Montrons d’abord que si M est noethérien, alors K et () le sont. Le fait
que K le soit découle de la proposition 1.2.3. Ensuite, le premier théoreme d’isomor-
phisme nous dit que @ = M/K, on a alors que les sous-modules de @) sont en bijection
(croissante) avec les sous-modules de M contenant K. Puisque M est noethérien, il sa-
tisfait la condition de la chaine ascendante et donc () aussi. On a donc bien que () est
noethérien.

Réciproquement, étant donné une chaine de sous-modules de M : H; C Hy C H3 C - - -,
on peut considérer les chaines de sous-modules de K et Q suivante : 171 (Hy) C i '(H,) C
i"1(H;) C -+ et q(H1) C q(Hs) C q(H3) C ---. Puisque K et @ sont noethériens, il
existe r,t € N* tels que pour tout n > r et tout n’ > t, on aie i '(H,) = i '(H,) et
q(H,/) = q(H;). On a donc en particulier que i~'(H,,) = i~'(H,,) et q(H,) = q(H,,) pour
tout n > m o m = max(r,t). Montrons alors que pour tout n > m, on a H,, = H,,. On
a déja par hypothese que H,, C H,, on va donc montrer l'autre inclusion. Soit z € H,,
on a q(x) € q(H,) = q(H,,), cela veut dire qu'il existe y € H,, tel que g(x) = ¢(y). On
a donc z —y € Ker(q) = Im(i) car g(z —y) = q(x) — q(y) = 0. Il existe ainsi z € K tel
que i(z) = — y, mais x —y € H, car x,y € H,, et donc z € i '(H,) =i '(H,,). Il en
suit qu’il existe w € H,, tel que i(z) = w, on trouve donc x —y = i(z) = w € H,,, ce
qui implique = € H,, car y € H,,. O

En particulier, tout quotient d’'un module noethérien est noethérien.

Proposition 1.2.8. Si A est un anneau noethérien, tout A-module de type fini est
noethérien.

Démonstration. Montrons d’abord que A™ est noethérien pour tout n € N* et procédons
par récurrence car l'initialisation est déja vérifié par I’hypotheése. Pour I’hérédité, on

considére la suite exacte courte 0 — A" ' 5 A” % A — 0 et on applique la proposition
1.2.7. Ensuite, prenons M = (ty,...,t,,) un A-module de type fini quelconque, on sait
qu’il existe un morphisme surjectif canonique r : A™ — M. On conclut encore une fois
par la proposition 1.2.7. O

1.2.2 Modules cycliques

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre, 'anneau A est principal.
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Définition 1.2.9 (Module cyclique). Un A-module M est dit cyclique s’il est engendré
par un seul élément, c’est-a-dire, s’il existe m € M tel que pour tout m’ € M, il existe
a € A satisfaisant a -m = m/.

Proposition 1.2.10. Les A-modules cycliques sont a isomorphisme pres les quotients

de A.

Démonstration. Si M = (m) est un module cyclique, cela veut dire que le morphisme
t: A — M:x+— x-m est surjectif. Par le premier théoreme d’isomorphisme, on a
M = A/Ker(t) mais Ker(t) est un sous-module de A, donc un idéal, ce qui conclut. [

Définition 1.2.11 (Associés). Soit A un anneau et a,b € A*, on dit que a et b sont
associés si a divise b et b divise a, ou de fagon équivalente, si les idéaux aA et bA sont
égaux.

Définition 1.2.12. Tout A-module cyclique M est isomorphe a A /bA par la proposition
1.2.10. Cet élément b € A est appelé I'ordre de M.

L’ordre d’un module cyclique est unique a relation d’association pres. Remarquons d’une
part que b = 0 si et seulement si M = A, et d’autre part, on a que a-m = 0 si et seulement
si a € DA.

Lemme 1.2.13. Soit C un A-module cyclique d’ordre ab # 0, s’il existe m € C' tel que
a-m =0, alors il existet € C' tel que m =b - t.

Démonstration. Disons que C' = (c), il existe alors x € A tel que m = z - ¢ et donc
a-m = ax-c= 0.1l en suit que ab divise ax et donc b divise x puisque A est integre.
Cela veut dire qu’il existe d € A tel que bd = x, on pose alors t = d - ¢ et on obtient bien
b-t=bd-c=x-c=m. O]

Lemme 1.2.14. Soit M un A-module cyclique et L un sous-module de M tel que M /L %
A soit cyclique. Soit mg + L son générateur, d’ordre n, on a la suite exacte courte de
A-modules

0—A-LSLaA S M—0

ot f:ar (an-mgy,—na) et g: (l,a) = L+ a-mg.

Démonstration. On a bien que f est injectif car A est integre. Puisque mg + L engendre
M/L, on a que tout élément de M est de la forme a-mgy+1 pour a € A et [ € L et donc
g est surjectif. Ensuite, g(f(a)) = g(an - mg, —n - a) = an - mo — an - my = 0. Enfin, si
(I,a) € Ker(g), alors —a-mg = [ € L et donc n divise a, ¢’est-a-dire qu'il existe € A tel
que a = —nzx. Ainsi, (I,a) = (—a - mg, —nz) = (nx - my, —nzx) et donc Ker(g) = Im(f),
ce qui conclut. O

15



Proposition 1.2.15. Soit C' un A-module cyclique d’ordre n # 0, M un A-module
noethérien tel que n - m = 0 pour tout m € M et L un sous-module de M. Pour tout
morphisme h : L — C, il existe un morphisme k : M — C tel que kot =h, ouv: L — M
est le morphisme d’inclusion. On dit alors que k prolonge h.

Démonstration. Supposons d’abord que M = (L, m). Puisque n-m = 0, 'ordre v de la
classe m + L € M/L divise n. Cela veut dire qu'il existe d € A tel que dv = n et donc
dh(v-m) = h(dv-m) = h(n-m) = h(0) = 0. D’apres le lemme 1.2.13, il existe t € C tel
que h(v-m) = v-t. On définit alors le morphisme ' : L&A — C : (z,a) — h(z) +a-t.
Soit f: A —->LdAetg: LE A — M définies comme dans le lemme 1.2.14, alors
h o f =0, et puisque g est le conoyau de f, on trouve le morphisme k : M — C a l'aide
de la propriété universelle du conoyau.

Attaquons-nous maintenant au cas général. Puisque M est noethérien, il existe des élé-
ments my,...,m; € M tels que M = (L, my...,my;). En définissant L; = (L, my,...,m;)
pour tout i € [1,[], on obtient par le point précédent un morphisme k; : Ly — C qui
prolonge h. Mais pour tout ¢ € [2,1], L, = (L;—1,m;), on obtient donc successivement
des prolongements k;, jusqu’au prolongement k; : M — C' qu’on recherchait. O

Définition 1.2.16 (Facteur direct). Soient M et L deux A-modules. On dit que L est
un facteur direct de M s’il existe un A-module H tel que M = L & H.

Corollaire 1.2.17. Soit M un A-module noethérien et C' un sous-module cyclique de
M d’ordre n # 0 tel que n-m = 0 pour tout m € M. Alors, C' est un facteur direct de
M.

Démonstration. En appliquant la proposition 1.2.15 a notre cas en prenant L = C et h
I'identité sur C', on trouve k : M — C' tel que kot =1 out: C — M est le morphisme
d’inclusion. On a alors que Ker(k) est un sous-module de M satisfaisant C'NKer(k) = 0.
Remarquons que tout m € M s’écrit comme m = ¢ o k(m) + (m — ¢ o k(m)), on a bien
stir que ¢ o k(m) € M mais aussi (m — ¢ o k(m)) € Ker(k) car

k(m —tok(m)) =k(m)—kowvok(m)=k(m)—k(m)=0.

Ainsi, M = C + Ker(k), ce qui conclut. O

1.2.3 Modules de torsion

Définition 1.2.18. Soit M un A-module. Un élément m € M est dit de torsion s’il
existe a € A* tel que a - m = 0. Puisqu’on considere que A est principal, le noyau du
morphisme f,, : A — M : a+— a-m est un idéal principal, et on appelle son générateur
I’ordre de m.
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Remarquons que 'ordre d'un élément de torsion est non nul et qu’il est unique a relation
d’association pres.

Définition 1.2.19 (Torsion). Un A-module est dit de torsion si tous ses éléments sont
de torsion.

Définition 1.2.20 (Annulateur minimal). Soit M un A-module de torsion de type fini.
L’ensemble des s € A tels que s-m = 0 pour tout m € M est un idéal de A et son
générateur est appelé annulateur minimal de M.

On rappelle les définitions et propositions d’algebre commutative suivantes. Le lecteur
peut trouver les preuves dans [23].

Définition 1.2.21 (Irréductible). Soit A un anneau. On dit que z € A\A* est irréduc-
tible si chacun de ses diviseurs est soit inversible, soit associé a x.

Définition 1.2.22 (Factoriel). Un anneau intégre est dit factoriel ou gaussien si tous
ses éléments non inversibles admettent une décomposition essentiellement unique en
facteurs irréductibles.

Définition 1.2.23 (PGCD). Soit A un anneau integre et a,b € A*. On dit que d € A*
est un PGCD de a et b si d divise a et b et si pour tout ¢ € A* qui divise a et b, on a
que c divise d. On note d = PGCD(a, b).

Remarquons que le PGCD est unique a relation d’association pres.

Proposition 1.2.24. Dans un anneau factoriel, deux éléments non nuls admettent tou-
jours un PGCD.

Définition 1.2.25 (Copremiers). Soit A un anneau intégre et a,b € A*. On dit que a
et b sont copremiers ou premiers entre eux s’ils admettent 1 comme leur PGCD.

Proposition 1.2.26. Tout anneau principal est factoriel.

Théoréme 1.2.27 (Bézout). Soit A un anneau principal et a,b € A*. Sid = PGCD(a, b),
alors il existe u,v € A tels que au + bv = d.

Proposition 1.2.28. Soient m et m’ des éléments d’un A-module ayant respectivement
pour ordre n et n' non nuls, si n et n' sont premiers entre euz, alors m + m’' a pour
ordre nn'.
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Démonstration. Soit v 'ordre de m+m/, on doit montrer que v est associé a nn’. D’apres
le théoreme de Bézout 1.2.27, il existe u,v € A tels que nu + n'v = 1. On a alors

(m+m)-n'v=m-nv+m' -nv=m -nv=m (1 —nu)=m-—m-nu=m,

donc m € (m + m'), et similairement, on trouve m’ € (m + m’). Il en découle que
v-m =0 =wvm et donc n et n’ divisent v. Puisque n et n’ sont premiers entre eux
et que A est factoriel d’apres la proposition 1.2.26, on a que nn’ divise v. Remarquons
maintenant que

(m+m')-nn'=m-nn"+m'-n'n=040=0,

et donc v divise nn’, ce qui conclut. O

Lemme 1.2.29. Un A-module M de torsion de type fini et d’annulateur minimal a
admet un élément d’ordre a.

Démonstration. Puisque A est principal, il est aussi factoriel par la proposition 1.2.26.
On a alors la décomposition suivante a = epi’---p% ou ¢ € A* et les p; sont irré-
ductibles. Ensuite, puisque pour tout k& € [1,s], on a que - ¢ aA, il existe O, € M

a

tel que o Br # 0. Remarquons alors que 9, := pk Br est d’ordre pi*. Puisque les pi*

sont premlers entre eux, on obtient par la proposmon 1.2.28 que Y>7_, 0 est d’ordre
[T;—1 pi* = 2. On conclut car ¢ est inversible. O

Théoréme 1.2.30 (Facteurs invariants). Tout A-module de torsion de type fini M est
isomorphe da un biproduit fini de A-modules cycliques. De plus, il existe une telle décom-
position

M = @ A/bA,
k=1

satisfaisant byyy divise by pour tout k € [1,m — 1], et cette décomposition est unique.

Démonstration. Montrons premierement que M est isomorphe a un biproduit fini de
A-modules cycliques. Si on note a 'annulateur minimal de A, le lemme 1.2.29 nous
dit qu’il existe un élément de M d’ordre a, disons ¢;. On obtient alors un sous-module
cyclique Cy = (¢1) de M d’ordre a, et d’apres le corollaire 1.2.17, il existe M, un sous-
module de M tel que M = C7 + M,. De méme, si on note ap I'annulateur minimal
de M,, on obtient par les mémes arguments une décomposition My = Cy + M3 ou
Cs et M3 sont des sous-modules de My avec Cy cyclique d’ordre as. On obtient alors
M = C; + Cy + M,. En continuant ainsi, on obtient une chaine ascendante de sous-
modules de M : C; Cc C1+Cy € C1 +Cy 4+ C5 C -+, qui est stationnaire si M est
noethérien. C’est bien le cas : A est principal donc noethérien d’apres la proposition 1.2.5,
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donc M est noethérien par la proposition 1.2.8. On obtient alors qu’il existe m € N* tel
que

M = Cy.
k=1

Pour le second point, montrons d’abord que la longueur de telles décompositions est
nécessairement unique. Supposons par l'absurde que

m l
M= P A/bA =D A dA

k=1 k=1

avec m > [ et by, divisant by pour tout k € [1,m — 1] et dy,; divisant dj pour tout
k € 1,1 —1]. On a que b,, n’est pas inversible, il existe donc un élément irréductible
p € A divisant b,, puisque A est factoriel d’apres la proposition 1.2.26. On a alors que p
divise by pour tout k € [1,m] et donc d’apres les théorémes d’isomorphisme, on a

m

M/pA = PD(A/beA) /p(A/brA) = GBA/QDA

k=1

En posant h = max{k € [1,{] : p|di} si h divise 'un des dj, et h = 0 sinon; on obtient
une seconde décomposition de la méme fagon

M/pA = @(A/drA)/p(A/dph) = @A/pA

k=1

Remarquons que p est irréductible et donc pA est un idéal maximal de A. Ainsi, A/pA est
un corps et M/pA est un A /pA-espace vectoriel de dimension m mais aussi de dimension
h <1 < m, ce qui n’est pas possible. On en déduit que m = [.

Ensuite, supposons par 'absurde que les idéaux b A et diA ne soient pas tous égaux
deux & deux, on peut alors définir » = min{k € [1,m] | bgA # diA}. On a alors que b, et
d, ne sont pas associés. Supposons alors sans perte de généralité que d, ne divise pas b,.
Les théoremes d’isomorphismes nous donnent que b, (A/bgA) = 0 pour tout k € [r, m].
Ainsi, la premieére décomposition

b0 = @D by (A/bA) = @) by (A/beA)

a au plus r — 1 facteurs cycliques non nuls. Mais de la méme facon, on a b.(A/dpA)
non nul pour tout & € [1,7] puisque d, ne divise pas b,. On a donc que la deuxieme
décomposition

b A = @D by (AJdA)

k=1
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a au moins r facteurs cycliques non nuls. Ceci contredit 1'unicité de la longueur de la
décomposition de b.M en somme directe de modules cycliques, qu’on a prouvé précé-
demment. O]

1.2.4 Groupes abéliens de type fini
Groupes abéliens finis

Une premiere application du théoreme des facteurs invariants 1.2.30 est le théoreme de
Kronecker qui classifie tous les groupes abéliens finis. Pour ce faire, il suffit de voir qu’'un
groupe abélien est exactement la méme chose qu'un Z-module. On obtient alors direc-
tement les propositions suivantes. On se permet cette digression car on aura 1’occasion
plus tard de manipuler des groupes abéliens finis.

Définition 1.2.31 (Groupe noethérien). Un groupe abélien est dit noethérien si tous
ses sous-groupes sont de type fini.

Corollaire 1.2.32. Les groupes abéliens de type fini sont des groupes noethériens.

Démonstration. Puisque Z est principal donc noethérien par la proposition 1.2.5, on
peut simplement appliquer la proposition 1.2.8. O

Théoréme 1.2.33 (Kronecker). Pour tout groupe abélien G de torsion de type fini, il
existe une unique liste nq, ...,n,, € N* telle que

k=1

avec nyy1 qui divise ny pour tout k € [1,m — 1].
Démonstration. On applique le théoréme des facteurs invariants au cas A = Z. O

Remarquons qu’on obtient un corollaire intéressant.

Corollaire 1.2.34. Tout groupe abélien de torsion de type fini est fini.
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Groupes abéliens libres de type fini

Nous poussons plus loin la digression sur les groupes abéliens de type fini afin d’y ajouter
un théoréme qui va s’avérer utile pour la suite.

Proposition 1.2.35. Soit G un groupe abélien libre de rang n et H un sous-groupe de
méme rang, avec pour Z-bases respectives x = (1, ...,2,) ety = (Yy1,...,Yn). Sty = xB
pour B = (bij)ijei ), alors |G/H| = |det(B)].

Démonstration. 11 s’avere que G et H ont aussi pour Z-bases respectives u = (uq, ..., uy)
et v = (vy, ..., v,) avec vy = dyuy, di, € N* pour k € [1,n] et |G/H| = [I}_, di. 1l existe
alors A,C € GL,(Z) tels que u = A et v = yC et en posant D = diag(dy, ..., dx), on
trouve B = ADC~!. Finalement,

ldet(B)| = |det(A)] - [det(D)| - |det(C~Y)| = | £ 1] - [det(D)| - | £ 1.

= ldet(D)] = [ v =1/

1.2.5 Forme normal de Frobenius

Nous allons maintenant voir comment le théoreme des facteurs invariants 1.2.30 nous
permet de répondre au probléeme de conjugaison dans M, (K).

Définition 1.2.36 (Matrice compagnon). Pour P(X) = X" +a,, 1 X™ ' +a,, o X™ *+
<o+ X + ap € A[X], on définit la matrice compagnon de P comme

00 -+ 0 =—ap
10 - 0 —a
o1 --- 0 —Qa2
0O 0 --- 1 —Anp—1

On rappelle informellement la définition et les propositions suivantes. Le lecteur peut
trouver les preuves dans [23].

Définition 1.2.37 (Anneau euclidien). Un anneau integre est dit euclidien sil est pos-
sible d’y définir une division euclidienne.

Proposition 1.2.38. Tout anneau euclidien est principal.
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Proposition 1.2.39. Soit K un corps commutatif. On a que Uanneau K[X] est euclidien,
et donc principal.

Proposition 1.2.40. Soit K un corps commutatif, on a une bijection entre les K[X]-
modules et les K-espaces vectoriels munis d’un endomorphisme.

Démonstration. Soit M un K[X]-module, c’est en particulier un K-module donc un
K-espace vectoriel. En posant t(y) := X -y, la multiplication par le scalaire X pro-
venant de la structure de K[X]-module de M, on obtient bien un endomorphisme du
K-espace vectoriel M. Réciproquement, étant donné V' un K-espace vectoriel et ¢ un
endomorphisme de V', on pose comme multiplication scalaire par X, X - v := ¢(v). En
gardant la multiplication scalaire comme elle est pour les éléments de K, on obtient
une multiplication scalaire définie pour tous les éléments de K[X], ce qui munit V' d’une
structure de K[X]-module. Les deux fonctions ainsi définies sont clairement inverse 1'une
de l'autre. O]

Notons W cette bijection (de domaine les espaces vectoriels muni d’un endomorphisme).

Proposition 1.2.41. 57 V' est un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
endomorphisme t, alors ¥(V,t) est un K[X]-module de torsion de type fini et le polynome
minimal de t est l'annulateur minimal de V(V,t).

Démonstration. Si V' est un K-espace vectoriel de dimension finie, cela veut dire que
c’est un K-module de type fini, et en particulier c’est un K[X]-module de type fini
car K € K[X]. Ensuite, étant donné v € V\{0}, si on note n = dimg(V'), on a que
v,t(v), t*(v), ..., t"(v) ne sont pas linéairement indépendants. Il existe donc ay, ..., a, € K
tels que 37, axt®(v) = 0. Ainsi, en prenant P = >-7_ a; X € K[X], on obtient P-v = 0,
et donc v est un élément de torsion. Enfin, si T € K[X] est tel que 7" - v = 0 pour tout
v €V, alors T(t) = 0 et donc le polynéme minimal de ¢ divise 7T'. O

Définition 1.2.42. Soit V' un espace vectoriel et ¢ un endomorphisme de V. On dit
qu'un sous-espace vectoriel W de V' est t-invariant si t(W) C W. On dit qu'il est ¢-
cyclique si de plus, il existe w € W et n € N tel que W = Vect(w, t(w), t*(w), ..., t"(w)).

Théoreme 1.2.43. Soit V un K-espace vectoriel de dimension fini et t un endomor-
phisme de V. Il existe une liste unique Py, ..., P, € K[X] de polynémes unitaires non
constants tels que Py, divise Py et aussi, il existe une base de V' dans laquelle la matrice
représentant t est une somme directe des matrices compagnons des P.

On appelle les Py les facteurs invariants de t.
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Démonstration. On applique le théoreme des facteurs invariants 1.2.30 a ¥(V,t) avec
A = K[X], ce que I'on peut faire car ¢’est un K[X]-module de torsion de type fini d’apres
la proposition 1.2.41. O

Corollaire 1.2.44. Soit A € M, (K), il existe une liste unique Pi, ..., P, € K[X] de
polynomes unitaires non constants tel que Pyyq divise Py, et tel que A soit semblable a
la somme directe des matrice compagnons de Pj.

Démonstration. On applique le théoreme 1.2.43 a I’endomorphisme de K" que représente
A dans la base canonique. n

On obtient finalement le corollaire suivant qui clot notre chapitre ainsi que la question
du probleme de conjugaison dans M,,(Z).

Corollaire 1.2.45. Soit K un corps commutatif, alors A, B € M,,(K) sont semblables
st et seulement s’ils ont les mémes facteurs invariants.
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Chapitre 2

Théorie algébrique des nombres

Ce chapitre est le coeur du mémoire. Il a pour but d’introduire la matiere qu’est la théorie
algébrique des nombres afin que le lecteur puisse s’emparer des outils nécessaires pour
affronter le théoreme de Fermat—Kummer au chapitre suivant.

2.1 Corps de nombres et anneaux d’entiers

2.1.1 Entiers algébriques

Définition 2.1.1 (Entier). Soit B un anneau et A un sous-anneau de B. On dit que
x € B est entier sur A s'il existe P € A[X] unitaire tel que P(x) = 0. Une telle équation
polynomiale est appelé équation de dépendance intégrale de x sur A.

Exemple 2.1.2. On a que v/2 € R est entier sur Z et X2 — 2 = 0 est une équation de
dépendance intégrale de v/2 sur Z. De la méme facon, % € C est entier sur Q et une
équation de dépendance intégrale sur Q pour cette élément est donnée par X2 + i. Par
contre % € Q n’est pas entier sur Z.

On fait le rappel suivant d’algebre linéaire :

Proposition 2.1.3. Soit A un anneau intégre, A € M, (A) et a € A™ un vecteur non
nul. Si Aa =0 alors det(A) = 0.

Proposition 2.1.4. Soit B un anneau intégre et A un sous-anneau de B. On a que
x1, ..., Ty € B sont entiers sur A si et seulement si Alxq,---  x,] est un A-module de

type fini.

Démonstration. Montrons d’abord que si x1,--- ,x, € B sont entiers sur A, alors
Alzy, -+, z,] est un A-module de type fini, en procédant par induction sur n.
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e Initialisation : Soit x € B entier sur A, on veut montrer que A[z] est un A-module
de type fini. Soit 7" € A[z], on va le regarder comme un polynéme formel 7" € A[X].
Par définition, il existe P € A[X] unitaire tel que P(x) = 0 et puisque ce polynéme
est unitaire, on peut effectuer la division euclidienne de T" par P dans A[X] (en
prenant le degré comme stathme euclidien). Il existe donc @, R € A[X] tel que
T = PQ + R avec deg(R) < deg(P) et en évaluant cette égalité en x, on obtient
T(x) = R(zx). Ainsi, on trouve que T" € Alz] est engendré par au plus deg(P)
éléments, on en déduit que A[x] est un module de type fini.

e Hérédité : si z,, est entier sur A alors il est entier sur Afzy, -+ ,x,_1] car A C
Alzy, -+ ,x,-1]. L’hypothese d’hérédité nous dit alors que Afzy, -, x,_;] est un
A-module de type fini et que Afzy, -, x,1][z,] est un Alxq,--- 2, 1]-module
de type fini. Par la proposition 1.2.6, on a que Alxy, -, 2, 1][x,] est un A-
module de type fini. On conclut alors par I'isomorphisme de A-modules suivant
Alry, - o, 2] Z Alzy, -+ 1] [

Réciproquement, soit © € {1, -+ ,z,} et @ = (aq, - , ) une famille génératrice de
Alzy, -+, x,], alors pour tout ¢ € [1,m], il existe (a;;)jep,m) € A tel que

m
ro,; = Z QiQ5.
J=1

En posant A = (a4;)ijepi,m] € Mm(A) et I € M,,,(A) la matrice identité, I'expression
ci-dessus se réécrit comme (zI — A)a = 0 et donc par la proposition 2.1.3, on a

det(zl — A)a = 0, en particulier det(zl — A)ay = 0. Puisque B est integre, on obtient
det(xl — A) = 0 qui est une équation de dépendance intégrale de x sur A. O

Corollaire 2.1.5. Soit B un anneau intégre et A un sous-anneau de B. L’ensemble des
éléments de B entiers sur A forment un sous-anneau de B contenant A.

Définition 2.1.6 (Fermeture intégrale). Soit B un anneau integre et A un sous-anneau
de B. L’anneau des éléments de B entiers sur A s’appelle la fermeture intégrale de A
dans B.

Définition 2.1.7 (Entiers algébriques). L’anneau des entiers algébriques est la ferme-
ture intégrale de Z dans C.

On rappelle le résultat de théorie de Galois suivant. Une preuve est donnée dans le cours
LMAT1361 [3].

Lemme 2.1.8 (Gauss). Soit P € Z[X] un polynome unitaire de degré m > 1. On a que
P est irréductible sur Z. si et seulement s’il est irréductible sur Q.
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Proposition 2.1.9. Soit o € C, on a que « est un entier algébrique si et seulement si
c’est un nombre algébrique dont le polynome minimal sur Q est a coefficients entiers.

Démonstration. Supposons que « est un entier algébrique, il existe donc par définition
un polyndéme unitaire ) € Z[X] dont « est racine. Puisque Z[X]| C Q[X], « est donc
aussi racine d’un polynome a coefficients rationnels, ce qui veut dire que « est un nombre
algébrique. Ensuite, si @) est irréductible sur Z, alors d’apres le lemme de Gauss 2.1.8,
il est aussi irréductible sur Q et puisque () est aussi unitaire, il en suit que c’est le
polynéme minimal de «, et il est bien a coefficients entiers comme souhaité. Si ) n’est
pas irréductible sur Z, alors cela implique qu’il peut s’écrire comme produit de polynomes
irréductibles sur Z ayant des degrés strictement inférieurs au degré de (). Appelons ces
polynomes )1, Qs, ..., @, puisque « est racine de @, alors il est aussi racine de 1'un
de ces polynomes. Supposons sans perte de généralité que « est racine de (), alors il
suffit maintenant pour conclure de montrer que ()1 est unitaire pour retomber dans le

m

cas précédent. Or, puisque () est unitaire et qu’il est le produit des @Q; : Q = [1Q;, il
i=1

en suit que si on note a le coefficient dominant de @) et a; le coefficient dominant de Q);

m
pour i € [1,m] alors on a que : 1 = a = [[a;. On a donc que pour tout i € [1,m],
i=1
a; est inversible, mais aussi entier, on en déduit donc que a; = +1. Ainsi si a1 = 1, (1
est unitaire et cela conclut, et sinon, le polynéme —); est un polynéme unitaire qui est

aussi irréductible sur Z dont « est racine, donc cela conclut aussi.

Réciproquement, si a est un nombre algébrique dont le polynéme minimal sur QQ est a
coefficient entiers, alors en particulier, ce polynéome minimal est un polyndéme unitaire
(& coefficients dans Z) dont « est racine, donc « est un entier algébrique. O

Définition 2.1.10 (Cloture intégrale). Soit A un anneau integre et K son corps de
fractions. On appelle cloture intégrale de A la fermeture intégrale de A dans K.

Définition 2.1.11 (Intégralement Clos). Un anneau integre A est dit intégralement clos
si sa cloture intégrale est A lui-méme.

Définition 2.1.12 (Corps de Nombres). Un corps de nombres est une extension finie

de Q.

Remarquons que R et C ne sont pas des corps de nombres car tout corps de nombres
est dénombrable. Les deux définitions suivantes nous procurent les exemples de corps de
nombres que 'on va traiter dans ce mémoire.

Définition 2.1.13 (Corps quadratique). Un corps quadratique est un corps de nombres
de degré 2. En particulier, il est de la forme Q(v/d) ott d € Z\{0,1} est sans facteurs
carrés.
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Définition 2.1.14 (Corps cyclotomique). Un corps p-cyclotomique est un corps de la

27
forme Q(¢) ou ( =e"» pour p est un nombre premier impair.

Définition 2.1.15 (Anneau des entiers). L’anneau des entiers d'un corps de nombres

K, noté Ok, est la fermeture intégrale de Z dans K. On appelle ses éléments les entiers
de K.

En vue de la proposition 2.1.21, un corps de nombres peut étre vu comme un sous-corps
de C. Dans ce cadre, on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.1.16. Soit A l'anneau des entiers algébriques et K un corps de nombres,
on a que Og = ANK.

Démonstration. Si x € Ok, alors x est un élément de K entier sur Z, en particulier c’est
un élément de C entier sur Z. On a donc Og C A N K. Si maintenant x € A N K, alors
x est un élément de K entier sur Z donc x € Ok, ce qui conclut. O

Proposition 2.1.17. Soit d € Z\{0,1} sans facteurs carrés et a + bv/d € Q(v/d). Le
polynome minimal de a + bv/d sur Q est X2 — 2aX + a® — db® si b # 0.
Démonstration. On a bien que ce polynome est unitaire et annule a + bv/d :
(a+bVd)? = 2a(a + bVd) + a® — db* = a® + 2abVd + db* — 2a* — 2abVd + a® — db* = 0.

Il est bien irréductible, car si ce n’était pas le cas, le polyndéme minimal de a+bv/d serait
de degré 1 et on aurait a + bv/d € Q. Or, ce n’est pas possible car b # 0 et v/d ¢Q. O

Lemme 2.1.18. Soit d € Z\{0,1} sans facteurs carrés congru a 1 modulo 4. Tout
élément de Z[HT‘/&] est de la forme & + 2/d avec u,v € Z de méme parité.

1+Vd
2

Démonstration. Soit x € Z] ], on a qu'il existe a,b € Z tel que z = a + b#, on
trouve donc Vi
1+vd 2a+0b b

= + -V

2 2 2
Puisque 2a + b = b [2], on peut conclure en posant u = 2a + b et v = b. ]

r=a-+b

Proposition 2.1.19. Soit d € Z\{0,1} sans facteurs carrés et Q(v/d) un corps quadra-
tique. L’anneau d’entiers de ce corps est de la forme Z[\d| sid = 2,3 [4] et Z {1457\/8} st
d=1 4.
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Démonstration. On a premierement que Z[\/;l] C OQ( va) buisque V/d a pour polyndme
minimal X?—d € Z[X]. Sid = 1 [4], alors le polynéme minimal de 1+T\/8’ X2— X+ est
a coeflicients entier et donc Z[HT*/E] C Og(ya)- Pour l'autre inclusion, prenons a+bVd €
Q(v/d) un entier algébrique, montrons que a,b € Z si d = 2,3 [4] et que a,b € %Z si
d =1 [4]. Le cas b = 0 est traité par les propositions 2.1.16 et 2.1.9, on considére donc

maintenant que b # 0. Le polynéme minimal de a+bv/d est X2 —2aX +a? — db® d’apres
la proposition 2.1.17, et donc 2a, a® — db* € Z. 1l en suit que

4(a® — db*) = 4a® — 4db® = (2a)* — d(2b)? € 4Z C Z (2.1)

et donc (2b)% € Z car d est sans facteurs carrés. Ainsi, 2a,2b € Z, on peut alors écrire

a=5,b= % avec r,t € 7Z. Remarquons d’abord que tout carré est congru a 0 ou 1
modulo 4 et que 7, = 0 [2] si et seulement si r%, > = 0 [4]. Si d =1 [4], alors (2.1) nous

donne

(20)> —d(20)* €4Z & r* —dt* c4Z < r* —dt* =04 e r=t* [4 < r=t[2].
(2.2)

Ceci acheve la preuve pour le cas d = 1 [4] par le lemme 2.1.18, on peut donc maintenant
supposer que d = 2,3 [4], et montrer que r,t € 2Z. Supposons par I'absurde que r? =
1 [4], alors (2.1) nous donne

(2a)® — d(2b)* € 4Z <= 1r* — dt* € AZ <> r* — dt* = 0 [4]. (2.3)

Si t est pair, on a 1 = r? = 0 [4] qui nous donne la contradiction, et si ¢ est impair, on
obtient 1 = 72 = dt? = d = 2,3 [4] qui est aussi une contradiction. Il reste & montrer
que t* = 0 [4], supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas et donc que t* = 1 [4],
puisque ¢ est pair, (2.3) nous donne 2,3 =d =0 [4]. ]

2.1.2 Norme et Trace

On rappelle le résultat de théorie de Galois suivant. Une preuve est donnée dans le cours
LMAT1361 [3].

Théoréme 2.1.20 (Théoréme de I’élément primitif). Toute extension finie séparable est
monogene.

En particulier, tout corps de nombres K est de la forme Q(6) avec 6 € K.

Proposition 2.1.21. Un corps de nombres K de degré n admet exactement n mor-
phismes de corps K — C distincts.
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Démonstration. Par le théoreme de 1’élément primitif 2.1.20, il existe # € K tel que
K = Q(0). Ainsi, (1,0, ...,0" ') est une Q-base de K et donc tout morphisme de corps
provenant de K est déterminé par I'image de 6. Soit P le polynéme minimal de 6 sur Q,
il est séparable et de degré n, il a donc n racines 64, 05,65, ...,0,, € C d’apres le théoreme
fondamental de I'algebre. On a alors au moins n morphismes Q(6) — C provenant
des isomorphismes Q(#) = Q(6x). Enfin, si ¢ est un morphisme de corps, on a que
P(o(0)) = o(P(0)) = c(0) =0, et donc o envoie # sur I'un des 6. Il y a donc au plus n
morphismes Q(#) — C, ce qui conclut. ]

L’ensemble des morphismes de corps K — C est noté Hom(K, C).

Proposition 2.1.22. Soit K un corps de nombres et G :== Hom(K,C). Si z € K, alors

I[ o(z) = ((—1)™ap) 0@ ¢ Q, > o(z)=—-[K: Q)] X am_1 € Q,

oceG oelG

ou P(X)= X"+ ap, 1 X™ 4+ +a; X + ag le polyndme minimal de x sur Q.

Démonstration. Notons x1, ..., z,, les racines de P. En appliquant la proposition 2.1.21
au corps de nombres Q(x), on trouve qu’il y a exactement m morphismes distincts
Q(z) — C. Notons d = [K : Q(z)], on a par la formule des dimensions que n = dm. Par
le théoreme de I’élément primitif 2.1.20, on a qu’il existe y € K tel que K = Q(x)(y),
en particulier K = Q(z)[X]/Q ou @ est le polynéme minimal de y sur Q(z). Soit
7 € Hom(Q(z),C), notons H = {0 € Hom(K,C) : o|g) = 7}. Notons aussi T, pour
T € Q(z)[X], le polynéme T ou on applique 7 a chacun de ses coefficients. Remarquons
que T, € 7(Q(x))[X], et que cette procédure est multiplicative : (T'S), = T,.S, pour
tout 7,5 € Q(z)[X]. Ainsi, si T est irréductible sur Q(z), alors T’ est irréductible sur
7(Q(z))[X]. Ensuite, on a que l'application F : H — C : 0 +— o(y) est injective, et son
image est I’ensemble des racines de (), qui est irréductible. On trouve alors

[H| = deg(Q-) = deg(Q) = [K: Q(z)] = d.

I en suit que tout morphisme Q(z) — C se prolonge de d maniéres différentes en un
morphisme K — C et donc la liste o (), ..., 0, () fait apparaitre chaque racine de P d
fois. Finalement, puisque

on trouve

30



Cela conclut. N

Définition 2.1.23 (Norme). Soit K un corps de nombres et G := Hom(K, C). Pour
x € K, on définit sa norme comme

En particulier, si z € Q, alors Nx(x) = 2™ oun = [K: Q.
Proposition 2.1.24. La norme est multiplicative.
Démonstration. Cela suit directement de la définition. O

Définition 2.1.25 (Trace). Soit K un corps de nombres et G = Hom(K, C). Pour z € K,
on définit sa trace comme

Trg(z) : K— Q

ZEHZO’JZ

oelG

En particulier, si x € Q, alors Trg(x) = nx ou n = [K: Q.
Proposition 2.1.26. Soit K un corps de nombres, la trace est Q-linéaire.

Démonstration. Le fait que la trace est additive suit de la définition. Ensuite pour g € Q
et x € K on a que

Trx(gz) = ZGa(qa;) - ZGU(Q)U(w) - Z;qa =q Zé = ¢Trx(v),

ou G = Hom(K, C). O

Les propositions 2.1.24, 2.1.26 et 2.1.22 permettent de calculer en pratique la norme et
la trace d’un élément.

Exemple 2.1.27. Le polynéme minimal de /2 sur Q est donné par X? — 2, il en suit
que NQ(%)(\?/?) =—2et TrQ(%)(\?’/i) = 0.

Proposition 2.1.28. Soit K un corps de nombres. Si x € Ok, on a Ng(x), Trx(z) € Z.
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Démonstration. Soit P(X) = X™ + a,, 1 X™ '+ -+ + a1 X + ag le polynome minimal
de x sur QQ, puisque x est un entier algébrique d’apres 2.1.16, la proposition 2.1.9 nous
dit que P € Z[X]. On conclut par la proposition 2.1.22 qui nous dit que Ng(x) =
(—=1)™ap)®Q@I € 7 et Trg(r) = —[K : Q(z)]am_1 € Z. O

La multiplicativité de la norme nous dit que pour a,b € Ok, si a divise b dans Ok alors
Nx(a) divise Nk (b) dans Z.

Proposition 2.1.29. Soit © € Ok, on a que x € OF si et seulement si Nx(z) = £1.

Démonstration. Premiérement, si x € O, alors il existe y € Of tel que xy = 1 et
puisque la norme est multiplicative, on a Nk (x) qui divise 1 dans Z et donc Nk(z) = 1.

Réciproquement, on sait que K est isomorphe a un sous-corps . de C, notons A : K — LL
cet isomorphisme. Remarquons que Nk (x) = Np(A(x)) pour tout z € K :

MNA@)= [ @)= I o) =Nx(z)

T€Hom(L,C) oc€Hom(K,C)

Ainsi, il suffit de montrer que Ni(y) = 1 implique y € Of pour tout y € Op. Notons
t : L — C le morphisme d’inclusion et posons G = Hom(L,C) et G* = G\{¢}. On
trouve

No(y) =+l < [[ oly) = £1 <=y x (:I: 11 J(g)) =1

oeG oceG*

Il reste donc a prouver que z = [[,cq- 0(y) € Op. On a que z est un entier algébrique
comme produit d’entiers algébriques, mais z = % € L et donc on conclut par la propo-
sition 2.1.16. ]

Proposition 2.1.30. Soit © € Ok, si |[Nk(z)| est un nombre premier, alors x est irré-
ductible.

Démonstration. Soit y € Ok tel que y divise x, alors Nk(y) divise Nk(x) dans Z et
puisque £N(z) est premier, on a soit que Nk(y) = +1 et est donc inversible par la
proposition 2.1.29, soit que Nk(y) = £Nk(z) et donc Nk(}) = £1, c’est-a-dire que 7
est inversible par la proposition 2.1.29 et donc x et y sont associés. [l
Définition 2.1.31 (Polynome cyclotomique). Soit p un nombre premier impair. Le pe™e
polynome cyclotomique est définit comme

O,(X)=XP1+ XP 24+ L+ X+ 1
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On rappelle le résultat de théorie de Galois suivant. Une preuve est donnée dans le cours
LMAT1361 [3].

ieéme

Proposition 2.1.32. Soit p un nombre premier impair. Le p polynome cyclotomique
est irréductible et ses racines sont les racines p™° de lunité différentes de 1.

Proposition 2.1.33. Soit p un nombre premier impair et ( = % . Ona que Nz (1 —
() = p, en particulier 1 — ( est irréductible.

Démonstration. On évalue le p'®™¢ polynéme cyclotomique en 1

p—1 p—1
O,(X)=> X' =T[(X~-¢"
k=0 k=1
p—1
=0,(1) =p=[[(1-¢") =[] (e(1) = () = [] o(1 = ¢) = No()(1 - ¢),
k=1 oeG oelG
ou G = Hom(Q(¢), C).
Le fait que 1 — ( soit irréductible découle de la proposition 2.1.30. O
- 27
Proposition 2.1.34. Soit p un nombre premier impair et notons ( = €"», on a

Tro)(¢) = —1.

ieme

Démonstration. Le polynéome minimal de ¢ est le p polynéme cyclotomique d’apres
2.1.32, on conclut alors par la proposition 2.1.22. O

Proposition 2.1.35. Soit A un sur-anneau de 7 et a,b € 7Z copremiers. Tout idéal
propre de A qui contient a ne contient pas b.

Démonstration. D’apres le théoreme de Bézout 1.2.27, il existe u, v € Z tel que au+bv =
1. Ainsi, un idéal qui contient a la fois a et b contient aussi au + bv = 1, il ne peut donc
pas étre propre. O

Définition 2.1.36. Soit K un corps de nombres. On dit qu'un idéal premier P de Ok
est au-dessus d’'un nombre premier p si pOx C P.

Proposition 2.1.37. Soit K un corps de nombres. Un idéal premier P de Ok est au
dessus de p si et seulement si P N7 = pZ.
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Démonstration. Montrons premierement que P N Z = pZ si P est au dessus de p. On a
trivialement que pZ C P NZ car pZ C pOx C P par hypothese et pZ C Z. Montrons
maintenant que P NZ C pZ. Soit x € PN Z, on a que z # +1 car P est premier non
nul. Aussi, le cas © = 0 est trivial, on peut donc considérer que |z| > 2 afin d’utiliser
le théoreme fondamental de Parithmétique pour obtenir z = +[]}"; ¢;* ou les ¢ sont
des premiers rationnels. Puisque P est premier, il existe k € [1,m] tel que ¢ € P. On
a alors que ¢, = p d’apres la proposition 2.1.35.

Réciproquement, on a que pZ = PN Z C P nous donne que p € P et donc pour tout
x € pOxg, on a que x = pr avec r € Ok et pr € P par propriété des idéaux. n

Proposition 2.1.38. Soit p un nombre premier impair et { = "% . Pour tout kK €
[1,p—1], on a que 1 —C* et 1 —C* sont associés dans Z[C]. En particulier 1+ € Z[(]*.

Démonstration. La relation d’association est une relation d’équivalence, il suffit donc de
montrer que pour tout k € [2,p—1], 1—¢* est associé & 1 —¢. Notons que {1,¢, ..., (P2}
est une Z-base de Z[(], on trouve alors par formule des séries géométriques

1— ¢k
1-¢

Ainsi, 1 — ¢ divise 1 — ¢* dans Z[(]. Ensuite, puisque k € [2,p— 1], il existe t € [2,p—1]
tel que kt =1 [p]. On trouve finalement

1_C _1_th
1—¢k 1—¢*

=1+C+--+ ez

=1+ + -+ (TR e 20T = ZIC).

On conclut que 1 — ¢* divise 1 — ¢ dans Z[¢], ils sont donc bien associés.

Onaquel+ (= %, il est donc inversible puisque c¢’est un quotient de deux éléments

associés. O

Lemme 2.1.39. Soit p un nombre premier impair et { = &% . Pour tout = € Oq(¢), on
a que Trgi)((1 = Q)z) € pZ.

Démonstration. Puisque (1 — ()Oq() N Z = pZ d’apres la proposition 2.1.37 et que
Tro)((1=¢)x) € Z d’apres la proposition 2.1.28, il suffit alors de montrer que Trg)((1—
¢)x) € (1 = ()Oq(e)- Pour tout o € Hom(Q(¢), C), il existe k € [1,p — 1] tel que

o((1 = ¢)a) = o(1 = Qo(x) = (o(1) = a(¢))o(z) = (1 = (F)o(x).

Puisque 'extension Q(¢)/Q est normale, on a que o(z) € Og(). Aussi, 1 — ( est associé
a 1 — ¢* d’apreés la proposition 2.1.38. Il en suit que o((1 — ¢)z) € (1 — {)Og(¢) pour
tout 0 € Hom(Q(¢),C), et donc Trge)((1 — {)z) € (1 — ()Og() par somme, ce qui
conclut. O]
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Proposition 2.1.40. Soit p un nombre premier impair et { = &'% . L’anneau des entiers

de Q(C) est Z[C].

Démonstration. Soit x € Q(C) satisfaisant une équation de dépendance intégrale sur Z.
Par définition il existe ag, a1, ..., ap_3, a,—2 € Q tels que

T =a, 9P+ a, 3P+ -+ a1¢ + ag,

on doit alors montrer que ces a; sont des entiers rationnels. Considérons

(1= Qz=ap (P = ")+ aps(¢P = 77+ +ar(C = ¢%) +ao(l = Q)

par additivité de la trace 2.1.26 et d’apres la proposition 2.1.34 on a que Trg) (1 —(¢) =
Trgie)(1) — Trg(¢) = p =1 = (=1) = p et aussi Trg(¢* — ") = Trg(¢*) —
Tro)(¢F™) = —=1—(—1) = 0. On déduit par Q-linéarité de la trace 2.1.26 que Trg) ((1—
¢)x) = agp. Mais le lemme 2.1.39 nous dit alors que Trg()((1 —()x) = aop € pZ et donc
ap € Z. Maintenant, on considére (z — ag)™' = ap_ 2P + a, 3CP* + -+ + ax( + a4
qui est un élément de Og() car = — ag € Og) et (1 = (P € Og(e)- On peut alors
appliquer le méme raisonnement sur (z —ag)¢ ™! pour prouver que a; € Z. Ainsi de suite,
on prouve que a; € Z pour tout k € [0,p — 2]. ]

2.1.3 Discriminant d’un corps de nombres

Définition 2.1.41 (Discriminant). Soit K un corps de nombres de degré n et = =
(1, -+ ,2,) € K" un vecteur de taille n. On définit son discriminant comme

A(z) = det((0i(;))ijeq,n)’

ou 0; € Hom(K, C).

Proposition 2.1.42. Soit K un corps de nombre de degré n, B € M,(Q) et z,y € K"
deuz vecteurs tels que 1B =y. On a A(y) = det(B)?A(x).

Démonstration. Disons que = (z1,...,%), ¥ = (Y1,-.,¥n) €t B = (bj)ijen,n] alors
Yj = >p_q Tibg; pour tout j € [1,n]. Pour tout i € [1,n], on a que o; est un morphisme
de corps et donc

n n

Ui(Qj) =0 (Z l’kbkj> Z 9€kbkg ZUz ﬂfk 0; bk] Z ﬂfk bkj
k=1 k=1

et on a alors I'égalité matricielle (0;(y;))ijepn) = (0i(2))ijeq,ng X B. On applique
alors le déterminant qui est multiplicatif puis on met au carré pour obtenir 1’égalité
souhaitée. n
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Proposition 2.1.43. Soit Q(0) un corps de nombres de degré n > 2, P le polynome
minimal de 0 sur Q et P’ sa dérivée formelle. Notons o; les morphismes de corps Q(0) —
C, alors

AL, 00" = (1) 7 T](04(0) — 0,(0)) = (1)

i#]

n(n—

5 N (P(6)).

Démonstration. On a par définition que

A(]., 9, ey 9"_1) = det((ai(Qj))i7j€[17n])2 = det((Ui(e)j>i7je[17n])2

car les g; sont des morphismes de corps. On reconnait alors une matrice de Vandermonde
et on obtient

det((0:(8) )i jeqin) (Hm ) — [T6) = 0500)>  (24)
=<—1>”‘"2’“H(axe)—a,-(e)). (2.5)

i#]

Ensuite, on a P(X) = [[;(X — 0;(f)) et donc P'(X) = >, [1;4(X — 0;(0)), ainsi on
a pour tout ¢ € [1,n] que o;(P'(0)) = P'(0i(0)) = Il;4(0:(0) — 0;(#)). On obtient
finalement

'n(n 1) n('n n(n—1)

det((gi(e)j)i,jd[l,n]])z = 1;[ —0;(0)) = (- HH 0i(0) —0;(0))

1 jFi
= (-1)

[To:(P(0) = (~1)" ”NK<P'<9>>

%

n(n—1)
2

O

Ce discriminant est non nul car les ¢;(#) sont distincts et ¢’est un nombre rationnel par
la seconde formule.

Exemple 2.1.44. Si on prend Q(() avec ¢ = e%ﬂ on a que le polynéme minimal de ¢
est X2+ X +1et 2X + 1 estle polynome dérivé. On calcule alors Ng()(2¢ + 1) = 3.

21)

Finalement, on trouve A(1,{) = (—=1)"2z -3 = -3.

Proposition 2.1.45. Soit K un corps de nombres et x = (xy,...,z,) € K*. On a que x
est une Q-base de K si et seulement si A(x) # 0.

Démonstration. Soit € un élément primitif de K alors (1,6, ...,0" 1) est une Q-base de K
et donc pour tout j € [1, n], il existe (b;;)ieq,n) tel que z; = X7 | 677 1b;;. On obtient alors
une matrice B = (bij); jepiqn) telle que z = (1,0, ...,0" ") B et donc par la proposition
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2.1.42, on a que A(z) = det(B)*A(1,6,...,6"1). Puisque A(1,6,...,6"') # 0 par la
proposition 2.1.43, on a que A(x) # 0 si et seulement si det(B) # 0, c’est-a-dire si et
seulement si x est une base. O

Cette démonstration montre aussi que le discriminant d’une base est un nombre ration-
nel.

Proposition 2.1.46. Soit K un corps de nombres et o € K, il existe b € Z* tel que
ba € OK.

Démonstration. Soit P(X) = X" + {2 X" 4. 4 X 4 i le polynome minimal
de o sur Q, en prenant b = [[}Z;bx (ou le PPCM & la place du produit), on a alors
que b"P € Z[X]. On pose ensuite ¢, = axb"* pour k € [0,n — 1] et alors le polynome
X"+ cp 1 X" P+ + X + ¢y donne une équation de dépendance intégrale de bo sur
7. ]

Corollaire 2.1.47. Soit K un corps de nombres, on a que K = Q(0) avec 6 € Ok.

Démonstration. Par le théoreme de I’élément primitif 2.1.20, il existe a € K tel que
K = Q(«) mais alors la proposition 2.1.46 nous dit qu’il existe b € Z* tel que ba € Ok,
et on a bien Q(«) = Q(bav). O

Proposition 2.1.48. Tout anneau factoriel est intégralement clos.

Démonstration. Soit A un anneau factoriel et K son corps des fractions, et soit 3 € K
avec a et b premiers entre eux, satisaisant 1’équation de dépendance intégrale sur A
suivante : (2)" + a,—1 ()" '+ -+ +a12 + ap = 0. En multipliant cette égalité par ¢”, on
obtient " + ca,_ 1" + a,_ob" 2+ -+ tayb + c"ag = 0, ce que 1'on peut rééerire

comme ¢(a, 10" + can "2+ - 4+ M 2ah + ¢ lag) = —b" et donc ¢ divise —b™.
Mais ¢ divise aussi ¢ et donc ¢ divise le PGCD de ¢ et b qui est 1 car ils sont premiers
entre eux. Finalement, c est inversible et on trouve que % e A. O

Corollaire 2.1.49. L’anneau des entiers de Q est Z.

Démonstration. On a que Z est factoriel donc intégralement clos par la proposition
2.1.48, et puisque Q est son corps de fractions, la fermeture intégrale de Z dans Q est
sa cloture intégrable. O

Définition 2.1.50 (Base intégrale). On appelle base intégrale d’'un corps de nombres K
une Z-base du groupe abélien (O, +,0) (vu comme Z-module).

Lemme 2.1.51. Soit K un corps de nombres, alors Ox N Q = Z.

37



Démonstration. On a déja Z C Og N Q, prenons alors z € Og N Q, on a donc que z est
un nombre rationnel satisfaisant une équation de dépendance intégrale sur Z, et donc

SL’EOQQQIZQQ:Z. O

Lemme 2.1.52. Le discriminant d’une Q-base de K ne consistant que d’entiers de K
est un entier rationnel non nul.

Démonstration. Cela suit du fait que le discriminant d’'une Q-base de K est un nombre
rationnel non nul d’apres la proposition 2.1.45. Ensuite, puisque le déterminant ne fait
intervenir que des multiplications, des sommes et des différences d’éléments de la matrice,
le discriminant appartient aussi a Og. On conclut par le lemme 2.1.51. [

Proposition 2.1.53. Tout corps de nombres possede une base intégrale.

Démonstration. Tout corps de nombre peut s’écrire comme Q(6) avec § € Ok d’apres
le corollaire 2.1.47. Ainsi il admet une Q-base n’ayant que des entiers de K car on peut
considérer (1,0, ...,6" 1) par exemple. Considérons alors a = (ay, ..., a;,) une Q-base du
corps ne consistant que d’entiers du corps, qui minimise la fonction |A(—)| (restreinte
aux bases consistant d’entiers de K), ce que ’on peut faire par le lemme précédent 2.1.52.
Supposons par I'absurde que ce n’est pas une base intégrale, alors il existe x € Ok tel
que z = Y.}_; cpay avec un ¢ € Q\Z, et sans perte de généralité, on peut supposer
que ¢; € Q\Z. 1l existe donc ¢ € Z et r €]0, 1] tels que ¢; = ¢ + r, on définit alors
a; = x—cia; et ag = ¢ pour k € [2,n]. On obtient alors une base (ay, ..., a,) consistant
d’entiers de K et le déterminant de changement de base de (a, ...,ay) & (aq, ..., a,) est
le suivant

Ci —C Cy C3 -+ Cp
0 10 - 0
0 0 1 -+ 0 |—p
0 0o 0 --- 1

Par la proposition 2.1.42, on a alors A(ay, ..., a,) = r*A(ay, ..., o), ce qui contredit la
minimalité de [A(ay, ..., a,,)| car 0 < r? < 1. O

Corollaire 2.1.54. L’anneau des entiers d’un corps de nombres K est un Z-module de
rang égal a [K : Q).

Démonstration. 11 suit de la proposition 2.1.46 qu'une base intégrale de K est aussi une
Q-base et une telle base existe toujours par la proposition 2.1.53. O

Proposition 2.1.55. Toutes les bases intégrales d’un corps de nombres K ont le méme
discriminant.
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Démonstration. Soit x,y € K" deux bases intégrales de K, alors il existe B € GL,(Z)
telle que y = xB et puisque det(B)? = (£1)®> = 1, on conclut par la proposition
2.1.42. ]

On appelle ce discriminant le discriminant de K et on le note Ak.

Proposition 2.1.56. Soit @(\/E) un corps quadratique ou d est sans facteurs carrés.
Le discriminant de Q(v/d) vaut 4d si d=2,3 [4] et d sid =1 [4].

Démonstration. Faisons une disjonction de cas.
o d=2,3[4]:0na que (1,/d) est une base intégrale de Q(v/d), donc d’aprés la pro-
position 2.1.43, on a que Ag /7 = (—1)%]\[@(\/&)(13'(\/3)) = —NQ(\/Q)(P’(\/E)) ol
P est le polynéme minimal de \/_ d. Et puisque P(X) =X?—d,ona P(X)=2X
et donc —NQ(\@(P’(\/E)) = (2\/_) Novay(2)Ng (ﬂ)(ﬂ) = 4d.

e d=11[4]:on a que (1, 1+‘[) est une base intégrale de Q(v/d), donc d’apres la

proposition 2.1.43, on a que AQ Vi) = =(-1)7= N@(\/g)(P’(\/E)) - —NQ(\/Q)(P’(\/C_Z))

ol P est le polyndme minimal de 1+2\/a' Et puisque P(X) = X? — X + 14

on a P'(X) = 2X — 1 et donc —Ng 3 (P'(354)) = —Ny 254 — 1) =

_N@(x@(\/a) =d.

O

27'r
Proposition 2.1.57. Prenons ¢ =¢e"» oup est un nombre premier impair, le discri-

minant de Q(C) est (— ) Pp 2.

Démonstration. On a que Q(¢) est de degré p — 1 et (1,¢,¢?,...,(P72) est une base
intégrale, on va donc utiliser la proposition 2.1.43. Le polynéme minimal de ¢ est P(X) =
))((p__ll et la dérivée formelle de ce polyndme est P/(X) = 22X 1E§ B

ce dernier en (, on obtient

XP41
1 En évaluant

-1 —¢+1 _pe?t o pgtt
(¢ —1)? ¢—1 1-¢

En appliquant la norme, on trouve par la proposition 2.1.33,

Pl N, Nowoo (P2 o

P'(¢) =

(p—1)(p—2)
) 2

Pour le signe, il suffit de montrer que (—1)%1 = (-1 , ¢’est-a-dire que B~ =

2
W [2]. Cela suit de la congruence p —1 = p?> —3p+2 = (p— 1)(p — 2) [4].
Remarquons que p* = 1 [4] puisque p est impair. Il en suit

P14 p—dp+2=-14] <= p"-3p+2=p-1[4 < (p—1)(p—2) =p—1[4]
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2.2 Anneaux de Dedekind

2.2.1 Propriétés des anneaux de Dedekind

Avant d’entamer cette section, on rappelle le théoréeme suivant dont une preuve est
donnée dans le cours d’algebre commutative LMAT1331 [23].

Théoréme 2.2.1 (Krull). Soit A un anneau commutatif unitaire, tout idéal propre de
A est contenu dans un idéal mazimal.

Définition 2.2.2 (Anneau de Dedekind). Un anneau est dit de Dedekind s'il est noe-
thérien, intégralement clos et si tous ses idéaux premiers non nuls sont maximaux.

Proposition 2.2.3. Tout anneau principal est de Dedekind.

Démonstration. Un anneau principal est noethérien d’apres la proposition 1.2.5. Il est
aussi factoriel donc intégralement clos par la proposition 2.1.48.

La preuve que les idéaux premiers non nuls sont maximaux dans un anneau principal

peut étre trouvée dans le cours d’algebre commutative LMAT1331 [23]. [

Proposition 2.2.4. Soit A un anneau, I, ..., I,, < A et P un idéal premier non nul de
A SiI---I, C P, alors il existe i € [1,n] tel que I; C P.

Démonstration. Supposons par I'absurde que pout tout ¢ € [1,n], I; ¢ P, cela veut dire
qu’il existe a; € I\ P pour tout ¢ € [1,n]. Par hypothese, [T, a; € P, mais puisque P
est premier, il existe i € [1,n] tel que a; € P, ce qui est une contradiction. O

Lemme 2.2.5. Soit A un anneau noethérien et 0 # I < A. Il existe Py, ..., Py € Spec(A)
tel que Py --- P, C 1.
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Démonstration. Soit S 'ensemble des idéaux non nuls de A qui ne contiennent pas un
produit d’idéaux premiers non nuls et supposons par I'absurde que S # (). Puisque A est
noethérien, S admet un élément maximal, disons .J. Cet idéal n’est pas premier car J C J
et J €S, et donc il existe a,b € A\J tels que ab € J. Ainsi, J est contenu strictement
dans J + aA et J + bA. Ces deux derniers idéaux n’appartiennent pas a S, donc par
maximalité de J, cela veut dire qu’ils contiennent chacun un produit d’idéaux premiers
non nuls. De méme pour leur produit, or (J +ad) - (J +bA) = J*> +aJ +bJ + abA C J,
ce qui contredit J € S. H

Lemme 2.2.6. Soit A un anneau noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls
sont maximauzx, K son corps des fractions et I un idéal propre non nul de A. Il existe
w € K\A tel que wl C A.

Démonstration. Soit a € I non nul, par le lemme 2.2.5, aA contient un produit d’idéaux
premiers non nuls, soit P; - - - P, un tel produit avec £ minimal. Par le théoreme de Krull
2.2.1, il existe un idéal maximal M qui contient I, et donc il contient en particulier aA
et donc aussi P; - -+ P,. Grace a la proposition 2.2.4, on sait qu’il existe ¢ € [1,k] tel
que P; C M. Sans perte de généralité, disons que P, C M, par hypothese P; est aussi
maximal et donc P; = M. Aussi, puisque a¢A ne contient pas de produit de k — 1 idéaux

premiers non nuls (car aA C I), il existe b € P5--- P;\aA. En posant w = 2, on a que

wgéAcaer;‘aAetonabienquew[CA:soitcel,alorswc:%maiscEPlet

be Py--- P, donc bc € PLP,--- P, C aA et donc we € A. O

Proposition 2.2.7. Soit A un anneau de Dedekind, K son corps de fractions et soit
I < A non nul. 1l existe J < A non nul tel que I.J soit principal.

Démonstration. Soit a € I non nul, on pose J := {z € A | 2] C aA}, c’est un idéal
non nul car a € J et par définition on a I.J C aA. Soit H = %[ J, montrons que H = A
pour avoir IJ = aA. Supposons par 'absurde que H # A, alors par le lemme 2.2.6, il
existe w € K\A tel que wH C A. Puisque a € I, on a J C H et donc wJ C wH C A.
On va montrer maintenant que wJ C J : soit b € J et ¢ € I, on a par définition de
J que bc € ad, il existe donc d € A tel que bc = ad. On a alors que d € H et donc
que wd € A. On obtient finalement wbc = wda € aA et on conclut que wb € J et donc
wJ C J. Puisque A est noethérien, J est un A-module de type fini et donc Afw] est un
A-module de type fini. Par la proposition 2.1.4, w est entier sur A sauf que A est de
Dedekind donc intégralement clos, on conclut que w € A, une contradiction. O

Proposition 2.2.8. Soit A un anneau de Dedekind et I,J, H < A avec H # 0. Si
HI =HJ alors I = J.

Démonstration. Par la proposition précédente 2.2.7, il existe 7" un idéal non nul de A
tel que TH = al pour a € A*, on a alors que THI = THJ, c’est-a-dire al = aJ et
donc I = J. O
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Définition 2.2.9. Soit A un anneau de Dedekind et I,.J des idéaux non nuls de A, on
dit que J divise I 'l existe H un idéal non nul de A tel que JH = I.

Proposition 2.2.10. Soit A un anneau de Dedekind et I,J < A non nuls. On a que J
divise I si et seulement si [ C J.

Démonstration. On a toujours que J divise I implique I C J. Faisons la réciproque, si
I C J, prenons H un idéal non nul de A tel que JH = aA pour a € A*, ce que 'on
peut faire par la proposition 2.2.7. Posons T = %H I, c’est un idéal de A car I C J et
on obtient JT' = %JHI = [ donc J divise 1. O]

Théoreme 2.2.11. Soit A un anneau de Dedekind, on a que tout idéal non nul de A se
décompose en produit d’idéauz premiers de fagon unique a l’ordre prés des facteurs.

Démonstration. Soit S I'ensemble des idéaux non nuls de A qui ne se décomposent pas
en produit d’idéaux premiers et supposons par I'absurde que S # (). Puisque A est
noethérien, S admet un élément maximal /. Par le théoréme de Krull 2.2.1, il existe un
idéal maximal P tel que I C P et par la proposition 2.2.10, on a alors qu’il existe un idéal
non nul J tel que I = PJ. On a alors aussi que I C J mais [ # J car sinon, on aurait
P = A par la proposition 2.2.8. Ainsi, la maximalité de I dans S nous dit que J ¢ S et
donc il se décompose en produit d’idéaux premiers non nuls, et / = PJ nous donne alors
une contradiction. Pour 'unicité, supposons que I = P, --- P, = Q1 --- )y avec chaque
P; et (Q; premier, alors on a que P; divise Q)1 ---Q; et donc par la proposition 2.2.10,
Q1+ Q¢ C Py. La proposition 2.2.4 nous dit qu'il existe i € [1,¢] tel que Q; C P;. Or, A
est de Dedekind et donc (); est maximal et donc P; = @);. En appliquant la proposition
2.2.8, on obtient H?;sz = [I;x @j, on refait alors le méme raisonnement sur cette
derniere égalité pour trouver le résultat escompté. O

2.2.2 Cas des anneaux d’entiers et norme d’un idéal

Proposition 2.2.12. 57 A un anneau de Dedekind, alors A est factoriel si et seulement
s’il est principal.

Démonstration. Un anneau principal est toujours factoriel d’apres la proposition 1.2.26.
Soit I un idéal propre non nul de A et 0 # a € I, puisque A est factoriel alors il
existe py, ..., pr € A irréductibles tels que a = p; - - - pg, en particulier, cela donne une
décomposition de I'idéal principal engendré par a en produit d’idéaux premiers : aA =
p1A - - prA. Puisque a € I alors aA C I et donc [ divise aA par la proposition 2.2.10.
Par le théoreme 2.2.11, on a que I est un produit de p;A, c’est donc un idéal principal
comme produits d’idéaux principaux. O]
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Proposition 2.2.13. Les idéaux non nuls d’un anneau d’entiers d’un corps de nombres
K sont d’indice fini dans Ok.

Démonstration. Comme pour la preuve de la proposition 2.1.29; on note G = Hom(LL, C)
et G* = G\{¢} ou L est un sous-corps de C isomorphe a K et ¢ : L. < C est le morphisme
d’inclusion. On note A 'isomorphisme K — L. Soit I < Ok non nul, alors il existe a € T
non nul. On a par définition d’un idéal que

INL(A(@))] = Ma) x (£1) x [T o(Aa)) € A1)

oeG*

car [[,eq-0(A(a)) € Op. Le fait que [[,cq- 0(A(a)) € O se prouve comme dans la
proposition 2.1.29 grace a la proposition 2.1.16. Il suit alors du corollaire 1.2.34 que
OL/|NL(A(a))|OL est fini car c’est un groupe abélien de torsion et de type fini. On
conclut car

INL(A(@)] € AI) = #O0k/1 = #O0L/AI) < #OL/|NL(AMa))|OL < +00.

[]

Corollaire 2.2.14. Tous les idéauz non nuls d’un anneau d’entiers d’un corps de nombres
K sont des Z-modules du méme rang que Ok.

Théoréme 2.2.15 (Petit théoreme de Wedderburn). Un anneau fini intégre non trivial
est un corps.

Démonstration. Soit A un tel anneau et x € A*. L’application m, : A — A : a — za
est un endomorphisme du groupe additif sous-jacent, qui a un noyau trivial car A est
integre. On en déduit que m, est injectif mais puisque A est fini, il est aussi surjectif, il
existe donc y € A tel que m,(y) = 14, c’est-a-dire zy = 14. O

Proposition 2.2.16. L’anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de
Dedekind.

Démonstration. e [’anneau des entiers d'un corps de nombres est noethérien : par
le corollaire 2.1.54, on a que le groupe additif de Ok est abélien de type fini. En
particulier le groupe est noethérien d’apres le corollaire 1.2.32, donc tous ses sous
groupes sont de type fini, en particulier les idéaux de Ok. Les Z-bases des idéaux
forment aussi une partie génératrice en tant qu’idéal.

e [anneau des entiers d'un corps de nombres est intégralement clos : on a que K est
le corps des fractions de Ok par la proposition 2.1.46. Soit x € K dans la fermeture
intégrale de Ok, on veut montrer que = € Ok, c’est-a-dire qu’il est entier sur Z.
Par définition, = est entier sur Ok donc il existe un polynéme unitaire 7' € Ox[X]
tel que T'(z) = 0. Disons que T(X) = X™ + @, 1 X™ ' + -+ + a1 X + ag avec
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ar € Ok pour tout k € [0,m — 1] alors ces a; sont par définition entiers sur Z
et donc Zlay, ..., am-1] est un Z-module de type fini par la proposition 2.1.4. Or,
I'équation de dépendance intégrale T'(x) = 0 de x sur Ok est aussi une équation de
dépendance intégrale de x sur Z[ay, ..., a,,—1], donc x est entier sur Z[ay, ..., ay,_1].
Toujours par la proposition 2.1.4, on a que Z[ay, ..., a,,—1|[x] est un Z[ay, ..., ay_1]-

module de type fini. Par la proposition 1.2.6, on obtient que Zlay, ..., Gp—1][x] =
Zlay, ..., am_1, z] est un Z-module de type fini. On conclut avec la proposition 2.1.4.

e Les idéaux premiers non nuls d’un anneau des entiers d'un corps de nombres sont
maximaux : soit P un idéal premier non nul de Ok, alors Ok/P est un anneau
integre non trivial mais fini par la proposition 2.2.13. Le petit théoreme de Wed-
derburn 2.2.15 nous dit alors que Ok /P est un corps et donc P est maximal. [

Définition 2.2.17. Deux idéaux I,.J non nuls de A sont dit premiers entre eux ou
relativement premiers lorsque I + J = A.

On utilisera méme parfois le terme copremiers.

Définition 2.2.18 (Norme d’un idéal). Soit K un corps de nombres et 0 # I < Ok un
idéal, on définit sa norme comme Nk(I) = |Ok/I|.

Cette norme est une fonction ayant N* pour codomaine par la proposition 2.2.13. L’usage
du terme de norme et ’abus de notation avec la norme d’un entier algébrique est
motivé par I'égalité |Nk(a)| = Ng(aOk). Ce sera vu en détail dans la proposition
2.2.22.

Proposition 2.2.19. Cette norme est multiplicative.

Démonstration. Si I et J sont premiers entre eux, alors le théoreme des restes chinois
nous dit que Ok /I1J = Og/I x Og/J et donc

Ne(1J) = |0k /1.]| = |Ox /T x O/ J| = |Ox /1| % |Ox/J| = Nie(I) x Nic(J).

Par le théoreme 2.2.11, il suffit alors de montrer que Ng(P™) = Ng(P)™ pour P €
Spec(Ok). Par le troisieme théoréeme d’isomorphisme, on a

Ng(P™) = |Og/P™| = |Ox /P| x | P/P?| x |P*/P3| x --- x |P"™"1/P™],

Il reste alors & montrer 'isomorphisme de groupes Ok /P = P*/P** pour k € [1,m—1].
Soit k € [1,m — 1] et x € P¥\P**! et posons t, : Ox — P* : y + zy. On a que
Im(t,) = xOx C P* mais P*"' C P* aussi, il en suit que zOx + P*™' C P*. On
a alors la chaine d’inclusion P*™! C 2Ok + P! C P* ou la premiére inclusion est
stricte car x ¢ P*! et donc le théoréme 2.2.11 induit Iégalité 2Oy + P*! = Pk, Soit
7 : P¥ — Pk/P* 1 le morphisme de projection canonique, 1’égalité précédente nous dit
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que 7 o t, est surjectif. Inspectons le noyau de ce morphisme : y € Ker(w o t,) si et
seulement si xy € P*T! mais P**! est un idéal primaire donc soit € P*! soit il
existe j € N* tel que 3/ € P**1. On a pris o ¢ P**! donc il existe bien j € N* tel que
v/ € P* C P, on conclut que y € P par primalité de P et donc Ker(wot,) C P. Aussi,
puisque € P*, on a que 2z € P*! pour 2 € P et donc P C Ker(m ot,). On a alors
que P = Ker(m ot,) et on conclut par le premier théoreme d’isomorphisme. n

Proposition 2.2.20. Soit K un corps de nombres et I un idéal non nul de Ox. St Nx(I)
est un nombre premier alors I est un idéal mazximal.

Démonstration. Soit J < Ok tel que I C J, par la proposition 2.2.10, J divise I, donc
il existe H < Ok non nul tel que JH = I. Par la multiplicativité des normes 2.2.19,
on a Ng(J)Nk(H) = Nk(I). Puisque Nk(I) est premier, on a soit que Nx(J) = Nx(I)
mais alors Nx(H) = |Ox/H| =1, donc H = Ok et I = J, soit Ng(J) = |Ox/J| =1 et
J = Ok. O

Proposition 2.2.21. Soit K un corps de nombres, 0 # I < Ok ety = (y1, ..., Yn) une
Z-base de cet idéal. On a

A(y)
Ag

Nx(I) = ‘

Démonstration. Soit x = (x1,...,,) une Z-base de Ok, alors il existe B = (by;); je[i,n]
telle que y = zB. Par la proposition 1.2.35, on a que N(I) = |Ox/I| = |det(B)] .
Ensuite, la proposition 2.1.42 nous dit que A(y) = det(B)?A(z) = N(I)?Ak. On obtient
le résultat voulu en divisant par Ak et en appliquant la racine carré. O

Le corollaire suivant justifie le fait d’utiliser le méme terme de norme et la méme notation
pour les éléments de Ok que pour ses idéaux.

Corollaire 2.2.22. Soit K un corps de nombres et x € Ok alors |Ng(z)| = |Ox /2 Ok|.

Démonstration. 11 suffit de voir qu'une Z-base de xOk est (zay, ..., xa,) si (a, ..., a,) est
une Z-base de Ok et d’appliquer la proposition 2.2.21. O

Proposition 2.2.23. Soit K un corps de nombres et 0 # I < Ok, on a que Nx(I) € I.

Démonstration. On a que pour tout = € Ok, Nk(I)z € I. En effet, d’apres la proposition
2.2.13, le groupe additif Ok /I est fini, et ordre de ce groupe définit Nk (7). Il suit du
théoreme de Lagrange que Nk ([)z + I est I’élément neutre de ce groupe, c¢’est-a-dire que
Nx(I)x € 1. 11 suffit alors de prendre = 1 pour conclure. O
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Proposition 2.2.24. Soit K un corps de nombres, il n’y a qu’un nombre fini d’idéauz
de Ok d’une norme donnée.

Démonstration. Soit N € N*. On a que tous les idéaux de Ok admettant N comme
norme contiennent ’élément N d’apres la proposition 2.2.23. En particulier, I'idéal NOg
est inclus dans tout idéal de norme N. Or, les idéaux de Ok contenant NOg sont en
bijection avec les idéaux de Og/NOk qui est fini d’apres la proposition 2.2.13. n

2.2.3 Factorisation des nombres premiers dans Ok

Proposition 2.2.25. Soit K un corps de nombres et P un idéal premier non nul de Ok.
Il existe un unique nombre premier rationnel positif p € P.

Démonstration. Puisque Ok est un anneau de Dedekind, on a que P est maximal et
donc Ok /P est un corps fini. Il en suit qu’il existe un nombre premier rationnel p et
f € N* tel que Nx(P) = |Og/P| = p/. D’apres la proposition 2.2.23, p/ € P, mais
puisque P est premier on obtient bien p € P. L’unicité suit de la proposition 2.1.35. [

Définition 2.2.26. Soit p un nombre premier rationnel. D’apres 2.2.11, I'idéal pOx
admet une décomposition essentiellement unique en produit d’idéaux premiers

m
p(’)K = H Pkek.
k=1
e Sim =¢e, =1, pOk est premier, on dit alors que p est inerte dans Ok.
e Sil'un des e, > 1, on dit que p est ramifié dans Ok, si de plus m = 1, alors on dit
que p est totalement ramifié.

e Si e, =1 pour tout k € [1,m], on dit que p est décomposé dans Ok.

Lemme 2.2.27. Soit K un corps de nombres de degré n, a € Ok et T € Z[X]| son
polynome minimal. Pour tout nombre premier rationnel p ne divisant pas 'indice Ok :
Z[a)], considérons la décomposition de T' en polyndmes irréductibles moniques modulo p

T = H T [pl.
k=1

On a alors que pour tout k € [1,m], soit pOx + T(a) = Ok, soit Ok /(pOk + Ti () Ok)
est un corps fini d’ordre p’* ot fi, = deg(T}).

Démonstration. Soit k € [1,m], on a premicrement que (Z/pZ)[X]/Ti(Z/pZ)[X] = F s,

car Tj est un polynome irréductible modulo p de degré fi. Il en suit de théoremes
d’isomorphismes que Z[X|/(pZ[X] + TyZ[X]) = F s, et donc pZ[X] + T{Z[X] est un
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idéal maximal de Z[X]. Soit € : Z[X]| — Z[a] le morphisme d’évaluation et 7 : Ox —
Ox/(pOx + Tx(a)Ok) le morphisme de projection canonique, puisque Z[a] C Ok, on
peut considérer la composition 1) = 7 o &. Montrons que v est surjectif, c’est-a-dire que
Ok = Zla] + pOk + Ti.(a)Oxk. La surjectivité de ¢ se traduit ainsi car

Im(¢)) = O/ (pOxk + Ti(a)Ox) <= Im(7|1m(s)) = Ox/(pOk + Ti(a) Ok)

< Im(W|Z[a]) = OK/(pOK—f—Tk(Oé)OK) R ‘v’y € OK, dz € Z[a] A TS p@K—l-Tk(oz)(’)K.

On peut alors montrer la surjectivité de ¢ en montrant que
Ok : Z[a] + pOx + Ti(a)Ok] = 1.

Puisque Z[a] + pOk est un sous-groupe de Z[a] + pOk + Ty () Ok, on obtient alors que
Ok : Z[a)] + pOxk + Ti,(a) Ok| divise [OK Z[a] + pOk]. Ce dernier divise PGCD([Ok :

Z[a]], [Ok : pOk]) mais [Ok : pOx] = Nx(p) = p" et I'hypothése nous dit que p ne divise
pas [Ok : Z]a]], on conclut que le PGCD vaut 1 et on obtient bien que v est surjectif. Par
le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient Z[X]/Ker (1)) = Ok /(pOk + Ti.(a) Ok).
Enfin, remarquons que 'idéal maximal pZ[X] 4 T,Z[X] est inclut dans Ker(v), ce qui
implique que soit Ker(¢y) = pZ[X] + TRZ|X], soit Ker(¢)) = Z[X]. Ainsi, on a soit
OK/(]?OK + Tk(Oé)OK) = Z[X]/(pZ[X] -+ TkZ[X]) = prk, soit (’)K/(pOK + Tk(@)OK) est
trivial, ce qui veut dire que pOx + Ty () = Ok. O

Théoréme 2.2.28 (Dedekind-Kummer). Soit K un corps de nombres, a € Ok et
T € Z[X] son polynome minimal. Pour tout nombre premier rationnel p ne divisant
pas lindice [Ox : Z[a]], considérons la décomposition de T en polynomes irréductibles
moniques modulo p

T=1]T [l
k=1

On a alors que

m

pOx = [] (0Ox + Ti() Ox )™
k=1
Démonstration. Procédons par double inclusion.
o [T, (pOk+Tk(a)Ok)* C pOk : cette inclusion est une conséquence de la suivante
H pOk + Tk )OK) C pOxk + H Tk O]K C pOk.
= k=1

La premiere inclusion est obtenu par distributivité. Pour la seconde inclusion, on
a par définition que (J[jL, T:*) — T € pZ[X], donc en évaluant en «, on obtient
[T, T (o) € pZla] C pOk car T est le polyndéme minimal de a.
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e pOx C [Tt (pOx + Ti(a)Ok)®* : D’apres le lemme 2.2.27, on peut réarranger les

indices de fagon a obtenir pOx + Ti(a)Ox # Ok pour tout k € [1,1] et pOx +
Ty (a)Ox = Ok pour tout k €], m] (pour un certain [ € [1,m]). Ce méme lemme
nous dit alors que les idéaux pOx + Ti(a)Ok pour k € [1,I] sont maximaux,
puisque I'anneau quotient est un corps. En particulier ils sont premiers, montrons
alors qu’ils sont premiers entre eux. On a que les polynémes T}, et Tjs sont premiers
entre eux dans F,[X], il existe donc d’apres le théoreme de Bézout 1.2.27 U,V €
Z[X] tels que UTy + VT = 1 [p]. Clest-a~dire qu'il existe W € Z[X] tel que
UTp,+ VT = 14pW, en évaluant cette égalité polynomiale en «, et en retranchant
pW (a), on obtient 1 = U(a)Ty(a) + V(a)Tp () — pW (). 1l en suit que

1e pZ[a] + Tk(a)Z[a] + Tk/(a)Z[a] C pOK + Tk(Oz)OK + Tk/(a)OK
= pOk + Tk(Oé)O]K + pOk + Tk/(Oé)OK.

On en déduit bien que pOx + Ty ()Okx + pOx + T (a)Ox = Ok. En outre, le
point précédent et la proposition 2.2.10 nous disent que pOk divise [Tiv;(pOk +
Ti()Og)* = TIL_,(pOx + Tip(a)Ok)%, mais le théoréme 2.2.11 nous dit alors
que pOx = [L_,(pOx + Ti(a)Ok)®* pour certain s; € [1,e;] car ces idéaux sont
premiers entre eux. Enfin, on a d’une part que n = 22:1 Skfr, mais on a aussi
d’autre part que deg(T) = n = Y1, ek fx, et donc on conclut que [ = m et s, = e
pour tout k € [1,m]. O

Exemple 2.2.29. e 2 est totalement ramifié dans Z[v/=5] = Og(/=5) : X* +5 =
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X2 +1 = (X +1)? [2] donc d’apres le théoreme de Dedekind- Kummer 2.2. 28,
on a que 2Z[/=5] = (2Z[v/=5] + (1 + v/=5)Z[/=5])%. L’idéal 2Z[/—5] + (1 +
v/=5)Z[+/—5] a pour norme 2, §'il était principal, cela impliquerait 'existence d’un
élément a+by/—5 € Z[y/—5] de norme £2 d’apres 2.2.22. Or, N@(\/j])(a—i—b\/—_S) =

a®? + 5b% et léquation diophantienne a® + 5b*> = £2 n’a pas de solutions, donc

27[v/=5] + (1 + v/—5)Z[+/—5] n’est pas principal.

2 est totalement ramifié dans Z[v/6] : X2 —6 = X? [2] donc d’aprés le théoréme de
Dedekind-Kummer 2.2.28, on a que 2Z[v/6] = (2Z[v/6] + v/6Z[+/6])%. Remarquons
que Ny /g (2 + V6) = 22 6 - 12 = —2 donc d’apres les propositions 2.2.23 et

2.1.30, on a 27Z[/6] + V6Z[/6] = (2 4+ v/6)Z[/6].

2 et 3 sont totalements ramifiés dans Z[v/—6] : X2 + 6 = X2 modulo 2 et 3 donc
d’apres le théoréme de Dedekind—Kummer 2.2.28, on a que 2Z[v/—6] = (2Z[/—6]+
V=BZ[y/=6))* et 3Z[/—6] = (3Z[y/—6 + v/—6Z[y/—6])". L'idéal 2Z[/—6] + (1 +
v/—6)Z[+/—6] a pour norme 2, s’il était principal, cela impliquerait 'existence d’un
élément a+bv/—6 € Z[v/—6] de norme £2 d’apres 2.2.22. Or, Ny~ (a+by/—6) =

a? + 6b% et Iéquation diophantienne a? + 6b> = 2 n’a pas de solutions, donc

2Z[\/—6]+ (1++/—6)Z[/—6] n’est pas principal. On peut faire le méme argument



avec 3.

e 2 est totalement ramifié dans Z[v/7] : X2 — 7= X? — 1 = (X + 1)? donc d’aprés
le théoréme de Dedekind-Kummer 2.2.28, on a que 2Z[v/7] = (2Z[V7] + (1 +
VT)Z[Y/7])?. Remarquons que Ny /7 (3 + \/_) = 32— 7-1% = 2 donc d’apres les

propositions 2.2.23 et 2.1.30, 2Z[v7] + (1 + VT)Z[V7] = (3 + VT)Z]\V/7].

Un autre exemple de ramification est donné par la proposition suivante.

Proposition 2.2.30. Soit p un nombre premier impair et ( = &% . On a que p =
u(l — )Pt ot u € Z[(]*. En particulier, p est totalement ramifié dans Z|[(].

Démonstration. D’apres la proposition 2.1.38, pour tout k& € [1,p — 1], il existe uy €

Z[¢]* tels que 1 — ¢* = uy(1 — ¢). En évaluant le p®™° polynéme cyclotomique en 1, on
obtient

Zﬂ THx - ¢
k=1

pfl p—1
—=o,(1)=p=J[0-¢")=J[wm@-¢)=01-¢)" xHuk.
k=1 k=1
On obtient le résultat escompté en posant u = i;% Up.

En outre, puisque 1—( est irréductible d’apres la proposition 2.1.33, on a que (1 —¢)Z[(]
est un idéal maximal. On obtient finalement que p est totalement ramifié :

pZI] = (1 = QZ[¢]).

2.3 Groupe des classes d’idéaux

Le but de cette section est de définir un groupe abélien spécifique, qui sera propre a
chaque corps de nombres. Ce groupe mesurera a quel point ’anneau des entiers du corps
des nombres est factoriel. On montrera par ailleurs que c’est un groupe fini, ce qui le rend
relativement abordable d’apres le théoreme de Kronecker 1.2.33.

Définition 2.3.1 (Idéal fractionnaire). Soit A un anneau integre et K son corps de
fractions. Un idéal fractionnaire I de A est un sous-A-module non trivial de K tel qu’il
existe d € A* satisfaisant I C éA. L’ensemble des idéaux fractionnaires de A est noté
Ty.
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Il suit de cette définition que les idéaux classiques de A sont aussi des idéaux frac-
tionnaires, c¢’est pourquoi on les appellera parfois des idéaux entiers pour éviter toute
confusion.

Proposition 2.3.2. Soit A un anneau intégre et K son corps des fractions. Si A est
noethérien, alors un sous-A-module de K est de type fini si et seulement si ¢’est un idéal
fractionnaire.

Démonstration. Si I est un sous-A-module de type fini, il existe une famille génératrice
(%’ ra Rt ‘;—:) de I ou ag, by, € A* pour tout k € [1,n]. En posant b = []}_; by, on trouve
que bl C A. Réciproquement, si I est un idéal fractionnaire, il existe d € A* tel que
I C éA. Or %A est un A-module isomorphe a A, il est donc noethérien, on conclut alors

avec la proposition 1.2.3. O]

Définition 2.3.3 (Idéal fractionnaire principal). Soit A un anneau intégre et K son
corps de fractions. Un idéal fractionnaire de A est dit principal s’il est de la forme sA
avec s € K*. L’ensemble des idéaux fractionnaires principaux de A est noté Pj.

Définition 2.3.4. Pour I, deux idéaux fractionnaires de A, on définit leur produit
comme pour les idéaux entiers, c’est-a-dire

I-J:= {kayk | xkEI,yk e JVk e [[1,m]]}.

k=1

Cette opération munit les ensembles Z, et P, d’une structure de monoide commutatif
ou I'élément neutre est donné par 'idéal fractionnaire A.

Proposition 2.3.5. On a que le monoide Py est un groupe. Dans le cas ou K est un
corps de nombres et A = Ok, on a que Iy aussi est un groupe.

Démonstration. On a que P, est un groupe car sA - %A pour tout s € K*. Ensuite, si
I est un idéal fractionnaire de Ok, alors il existe d € Oy tel que dI soit un idéal entier
de Ok. La proposition 2.2.7 nous dit alors qu’il existe un autre idéal entier de Ok tel
que dIJ soit principal. Ainsi, il existe s € Ok tel que [ - dOk - J = sOk et donc l'idéal
fractionnaire I est inversible, d’inverse gJ : O

Définition 2.3.6 (Groupe de Picard). Le groupe de Picard, ou groupe des classes
d’idéauzr d'un corps de nombres K est le groupe quotient

PIC(OK) = I@K/pOK.
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Il suit de cette définition que le groupe est trivial exactement quand Oy est principal, et
donc quand il est factoriel d’apres la proposition 1.2.26. De cette facon, ce groupe mesure
a quel point I'anneau n’est pas factoriel. La relation d’équivalence sur Zp, correspondant
au sous-groupe Po, est la suivante : I est équivalent a J si et seulement s’il existe d € K*
tel que I =dJ.

2.3.1 Réseaux

Définition 2.3.7 (Réseau). Soit (v, ..., v,) une base de R™. On appelle le sous-groupe
du groupe additif de R™ engendré par cette famille de vecteurs un réseau de R™.

Définition 2.3.8 (Discret). Un sous-ensemble X de R™ est dit discret si pour tout
r€R%, ona|XNB,.(0)] <+oo, ot B, désigne la boule ouverte de rayon r dans R".

Proposition 2.3.9. Un réseau de R™ est un sous groupe discret de R™.

Démonstration. Soit I' un réseau de R™ pour la base (v1, ..., vy,), alors pour & = X7_ x,vy
on définit f(z) := (x1,22,...,2,) € R". On a que f(B,(0)) est borné pour tout r € R,
c’est-a-dire qu’il existe 7' > 0 tel que ||f(y)|| < T pour tout y € B,(0). Ainsi, si
y = i uvr € B(0) avec y, € Z, on obtient |yx| < ||(y1,..,yn)|| < k pour tout
k € [1,n], et donc on trouve un nombre fini de solutions a y € I' N B,.(0).

[]

Définition 2.3.10 (Domaine fondamental). Pour (vy, ..., v,) une base de R", on définit

I'ensemble .
D = {Z arUr ’ ap € [0,1[} .
k=1

On appelle cette ensemble le domaine fondamental de la base (v, ...,v,) ou du réseau
engendré par cette base.

On peut voir que ce domaine fondamental permet de construire une partition de R"
comme |’énonce la proposition suivante qu’on admet.

Proposition 2.3.11. Soit (vy,...,v,) une base de R", T' un réseau engendré par cette
base et D le domaine fondamental de ce réseau. On a la partition suivante

R™ = |_|D—|—a

acl

(ot D + a désigne la translation de D par le vecteur a).
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Définition 2.3.12 (Tore). On définit le tore de dimension n € N* comme le groupe
produit T" ou T est le groupe du cercle.

Proposition 2.3.13. On a un isomorphisme de groupes R/Z = T.

Démonstration. 11 suffit de prendre le revétement ¢ : R — T : o — e qui est
un morphisme surjectif ayant Z pour noyau, on conclut donc par la premier théoreme
d’isomorphisme. O

Proposition 2.3.14. Soit I' un réseau de R™, on a l'isomorphisme de groupes suivant :
R™/T = T".

Démonstration. Soit (vy,...v,) la base sur laquelle I' est engendré, alors ¢ : R" — T" :
(2101, ooy TpUn) — (e ., €7@ est, un morphisme surjectif ayant I' pour noyau, on
conclut donc par le premier théoréme d’isomorphisme. O

12T
5 e

Corollaire 2.3.15. Soit I' un réseau et D son domaine fondamental. On a que le mor-
phisme ¢ : R" — T™ : (2101, ..., xo0,) — (€271 .., e7%n) est une bijection si on le
restreint au domaine fondamental. On note cette restriction 7.

Démonstration. Cela suit de la partition donnée a la proposition 2.3.11. O]

Définition 2.3.16 (Volume). Pour X C T", si v(y (X)) existe, on définit le volume
de X comme v(X) :=v(y (X)) ou v est le volume usuel dans R".

Proposition 2.3.17. Soit I' un réseau de R", ¢ : R" — T" : (xyv1,...,2,0,) —
(em@1 . ™) et X un sous-ensemble borné de R™ tel que v(X) existe. Si v(p(X)) #
v(X) alors ¢|x n’est pas injectif.

Démonstration. Nous allons prouver la contraposée et donc supposer que ¢|x est injectif.
Soit D un domaine fondamental de I et soit A = {a € T' | XN(D+a) # 0}, puisque X est
borné, cet ensemble est fini par la proposition 2.3.9. Pour a € A, on pose X, = XN(D+a)
et Y, = X, —a, on aalors que Y, NY, = () pour a # b. En effet, siy € Y, NY, =
(X, —a) N (Xp —b), alors il existe & € X, et € X tel que y = a« —a =  — b, mais
alors on trouve ¢(a) = ¢(f) car a,b € I' = Ker(¢). Ce n’est pas possible car o, § € X et
a # [ mais ¢|x est injectif. Ensuite, le volume est stable par translation dans R donc
v(X,) = v(Y,) pour a € A. Aussi, remarquons ¢(X,) = y(Y,) pour a € A, on conclut
alors par le calcul suivant
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(o) =v (U X)) =0 (U o)) = (U str0) =v (aeAwm)

acA a€A

= v(r(Ya) = 3 v(v (v(Ya)) = 3 v(Ya) = X v(Xa) = v(X).

€A acA acA acA

=}

Définition 2.3.18 (Symétrique). Un sous-ensemble X de R™ est dit symétrique lorsque
r € X implique —z € X.

Théoréme 2.3.19 (Minkowski). Soit I' un réseau engendré par une base de R™ ayant
D comme domaine fondamental, et soit X un sous-ensemble borné symétrique convexe
de R". Siv(X) > 2™(D), alors X contient un élément non nul de "

Démonstration. Si on double la taille de notre réseau, il n’est pas compliqué de voir
que le volume du domaine fondamental de ce nouveau réseau est v(2D) = 2"v(D). On
consideére alors le tore obtenu par ce nouveau réseau T" = R"/2I" et on a par définition
que v(T") = v(2D) = 2"v(D). Soit ¢ : R* — T" : (2z101, ..., 22,0, —> (€™ ... €"*Ton)
cette fonction ne préserve pas le volume de X car v(¢(X)) < v(T") = 2"v(D) < v(X).
Par la proposition 2.3.17, w|x n’est pas injectif, il existe donc z,y € X tels que = # y
et m(z) = 7(y), cest-a-dire tels que x — y € 2I". Puisque X est symétrique, —y € X et

puisque X est convexe, *5¥ € X. Or x —y € 2I' implique ¥ € I' et donc on trouve

bien 0 # ¥ € X NT. O

2.3.2 Borne de Minkowski

Définition 2.3.20. Soit K un corps de nombres de degré n. Un morphisme de corps
7: K — C est dit réel si 7(K) C R et imaginaire sinon.

Maintenant qu’on a un outil puissant sur les réseaux de R”, on aimerait trouver une
fonction qui permettrait de plonger un corps de nombres K de degré n dans R™ tout
en envoyant les idéaux non nuls de Ok dans les réseaux de R™. On considere ’ensemble
Hom(K, C) ={oy, ...,0,}, et puisque la conjugaison complexe est un automorphisme de
C, on a que 73 € Hom(K, C) pour tout k € [1,n], et plus précisément o = oy si et
seulement si o est réel. Les morphismes de corps K — C imaginaires viennent donc
en paires. Soit s le nombre de morphismes de corps K — C réels et ¢ le nombre de
paires de morphismes de corps K — C imaginaires, on peut renommer les indices de ces
morphismes pour avoir le n-uplet de morphismes (071, ..., 05, 0541, Ts11, -, Ostt, Osii) OU
les s premiers sont réels. On peut alors définir la fonction
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c: K—R"

& (01(0), oy 0, (), R(T011(0)), $(0031(Q)), oy R(0111(@), S(0014(0)).

Proposition 2.3.21. Soit K un corps de nombres de degré n = s+2t et o« = (v, ..., )

une Q-base de K. On a que o(ay), ..., 0(ay,) sont des vecteurs linéairements indépendants
de R™.

Démonstration. Pour k € [1,n], on définit

(T1(a), 7o g, ooy Ts( )y Tsr1 (), Tsaa(Qr)y ooy Topor—1 (), Tsrat(ar)) := o (ag)

et on pose T = (7i(q;))ijefi,n], o0 doit alors démontrer det(7") # 0. En choisissant
les indices correctement, on peut remarquer, par multilinéairité du déterminant, que
det(T") = (2i)"'det((0i(a;))ijepny)- Enfin, o est une Q-base de K, donc d’apres la
proposition 2.1.45, det((o:())ijenng)® = Ae) # 0, ce qui conclut. O

I1 suit de cette proposition que o envoie les idéaux de Ok sur des réseaux de R5+2,

Proposition 2.3.22. Soit (vy,...,v,) une base de R"™, T" un réseau engendré par cette
base et P une matrice de changement de base. Le volume du domaine fondamental de la
base (vy, ..., v,) est donné par |det(P)|?.

Démonstration. La preuve peut étre trouvée dans le cours LMAT1221 [18]. O]

Il suit de cette proposition que le volume du domaine fondamental ne dépend pas de la
base choisie car les matrices de changement de base sont ici dans GL,,(Z).

Proposition 2.3.23. Soit K un corps de nombres de degré n = s+ 2t et 0 # I < O.
Le volume du domaine fondamental de o(I) dans R5T? est donné par

Nx(1)\/|Ak]

2t

Démonstration. Soit a = («q, ..., o) une Z-base de I et D le domaine fondamental de
la base (o(a),...,0(ay,)), alors d’apres la proposition 2.3.22, on a v(D) = |det(T")| ou T'
est défini comme dans 2.3.21. On a alors

det(T) = (2¢)~"det((o4(x}))ijeqrn])
et donc
[Ala)]  Ne(I)y/|Ak|
2t 2t

er(1)] = | (et
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par la proposition 2.2.21. O

Lemme 2.3.24. Soit I un réseau de R™ oun = s+ 2t, et D un domaine fondamental

de ce réseau de volume V. Si ay, ..., asis sont des nombres réels strictement positifs tels
s+t 4\t . : / /
que TI;55 ar > (2)'V alors il existe O # (1, ..., Ts, Tog1, Ty 1, oo, Tops, Tiyy) € I tel que

2| < ax pour tout k € [1,s] et 23 + x? < ax pour tout k € [s + 1,5 +t].

Démonstration. Soit X I'ensemble des points de R*+2! qui satisfont la conclusion, on a
alors v(X) qui vaut

al Qg
/ /
/ dry x -+ % / dzg X //2 i dxs+1dx8+1 X oo X //2 ) da:8+tdx8+t
—a1 —as z el <asyr 2l ATl <astt

s+t
=2a1 X 2a9 X -+ X 205 X Mg X TAgpo X =+ X TAgpt = 257t H a.
k=1

On a que X est borné, symétrique et convexe puisque c’est le produit cartésien de
segments et de disques centrés en l'origine. On peut donc appliquer le théoreme de
Minkowski 2.3.19 pour conclure car

s+t s+t 4 t
v(X) > 257V = 20" [[ an > 272V = [] ax > (> V.
k=1 k=1 T

]

Proposition 2.3.25. Soit K un corps de nombres de degré n = s+ 2t et 0 # I < Ok.
Il existe a € I non nul tel que

Ne(al < () NIl

Démonstration. Soit € > 0, il existe ay, ..., a5y > 0 tels que
s+t

kl;llak - (i)tNK(I)M—l— €.

Par la proposition 2.3.21, on a que o(I) est un réseau de R**? et il a un domaine

Ne(D)+/|Ak|
ot

fondamental de volume V = d’apres la proposition 2.3.23. On obtient alors

s+t 2 t 4 t s+t 4 t
Hak:() 2tv+g:<) Vie= [[a> () V.
1 T T

T k=1

D’apres le lemme 2.3.24, il existe a € [ non nul tel que
o(a) = (o1(a),o2(a), ..., 05(), R(os41()), S(0s41()), ..., R(os4e()), S(0s4¢))) satisfait
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lox(a)| < ay, pour k € [1,s] et |ox(a)|* < ap pour k € [s + 1,5+ t]. On multiplie toutes
ces inégalités pour obtenir

Ne(@)|=| I ola)= ]I o)
oc€Hom(K,C) oc€Hom(K,C)
= low(@)| - loa(a)] -+ Jos()] - |osa(@)* - |ospa(@)* - [ospe(e)?

2 t
<ai;-as-- gt = <7T> NK(I)\/ |AK| + €.

Posons

A= {beR" |35 € N[0} ; Ne(B) < (i)tNK(I)\/|AK| te A o(B) =b).

Puisque un réseau est discret d’apres la proposition 2.3.9, A, est fini, et il est non vide
car a € A.. Remarquons que si ¢ < ¢/, alors A, C A.,, on obtient alors une chaine
d’ensembles non vides indexée par € € R%.. Il en suit que

A= maeRiAE # 0.

Ainsi, on peut prendre a € A et conclure. O

Corollaire 2.3.26. Soit K un corps de nombres de degré n = s+ 2t. Tout idéal non nul
I < Ok est équivalent a un idéal de norme inférieure ou égale a (2)'\/|Ak|.

™

Démonstration. 1l existe un idéal entier J de Ok équivalent a idéal fractionnaire /=1, on
a alors I.J ~ Ok. D’apres la proposition 2.3.25, il existe un entier a € J tel que | Nk (a)| <
(2)'Ng(J)\/|Ak|. Puisque a € J, on a que aOg C J et donc J divise aOg d’apres la
proposition 2.2.10. Soit H < O tel que JH = aOk, alors H ~ J ! ~ (I71)7! ~ I. Par
multiplicativité de la norme (proposition 2.2.19), on obtient Nk (J)Ng(H) = Nx(JH) =
Nk (aOk) = |Nk(a)| par le corollaire 2.2.22. Finalement,

Vel < (2) Ne)yided = NelNet) < (2) Nenidel - 26)
— Ng(H) < @)t Al (2.7)

Proposition 2.3.27. Le groupe de Picard d’un corps de nombres est fini.
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Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 2.3.26 et de la proposition 2.2.24.
O

On rappelle la célebre inégalité suivante, qu’on admet.

Proposition 2.3.28 (Inégalité arithmético-géométrique). Etant donné un vecteur de
nombres positifs (xq,...,x,) € (RT)", on a linégalité suivante

o+,
- .

nwl...xn<

Lemme 2.3.29. Soit§ > 0, l'ensemble des points (w1, Ta, ..., Ts, Tag1, Thyy, oy Tspt, Topy) €
R2 satisfaisant

1] + 0] 4 -+ ] + 202y + 22+ + 2\ /2, + 22, <6

2 ’I’L! ’

oun=s-+2t.

Démonstration. Appelons le volume de cet ensemble V' (s,t,0) et procédons par double
récurrence sur s et t.

e Initialisation : on a que V/(1,0, ) = 26 car c’est le volume de | -4, d[, et V(0,1,0) =
%(52 car c’est le volume d'un disque de rayon g.

e Hérédité : fixons premierement ¢ et supposons que V(s,t,0) = 25(§)t(gf;tt)! pour

un certain s € N, montrons alors que V(s + 1,¢,d) = 23“(%)'5%. On a

4
V(s,t,5—|x|)dx:/ V(s,t,6 — |z])dz,
-4

V(s+1,t,5):/

R

I’hypothese de récurrence nous donne alors

s t _\s+2t t s+1+2t
V(s+1,t,5):2/ 2 (”) O =)™ s (W) : 0

0 2/ (s+2t) 2) (s+1+2t)
Maintenant, fixons s et supposons que V(s,t,0) = ZS(g)t(g%;t)! pour un certain
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6s+2t+2

(st2t+2)!" On a

t € N, montrons alors que V (s, t +1,6) = 2°(%)"*!

Vs, t+1,0) = // V(s,t,0 — 2V x? + 2/?)dzda’
R2

— // V(s,t,6 — 2V a? + 2?)dxda’.
2 22< 9

2

<>:

On effectue alors le changement de variables (z,2') = pe® avec p € RT et § €
[0, 27], et on obtient par ’hypotheése de récurrence

2 s+2t
Vs, t+1,0) = // 25 %pdG

s+ 2t)!

=2’ <2> (igt) /0 (0= 20)"**pdp.

En faisant le changement de variable p = £, on obtient en intégrant par parties

[N

5s+2t+2

A(s+2t+1)(s+2t+2)

/ (5_2 )s+2tpdp_
0

On conclut bien que

Tt 55+2t+2
V(S,t+ 1,(5) = 28(§> + m

Théoréeme 2.3.30. Soit K un corps de nombres de degré n = s+ 2t. Tout idéal non nul
I Q Ok contient un élément a # 0 tel que

Ne) < (5) 2 IaelNe(2).

Démonstration. Soit 6 > 0 et X définit comme dans le lemme 2.3.29, et D un domaine
fondamental pour le réseau o(I). Pour a € I <9 Ok non nul, on obtient grace a I'inégalité
arithmético-géométrique 2.3.28 une majoration de |Ng(«)| :

o1(a)| - |o2(@)] -+ |os(@)] - [osr1 ()] - [osri(a)| - |osra(a)] - [ossa(@)] - - [osre(@)] - [os1e()]
<
(Jo1(@)] + - + |os(@)] + 2y/R(0021())2 + S0 ()2 + - + 2/ R(0ers(0))? + g(am(a))z)n.
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Ainsi, si o(a) € X;, alors [Ng(a)| < 25, d’apres la définition de X; donnée dans le lemme
2.3.29. Puisque X est un ensemble borné symétrique convexe, on a par le théoreme de
Minkowski 2.3.19 qu’il existe un o € I non nul tel que o(a) € X; si v(X5) > 2"v(D).
Par le lemme 2.3.29, on a que v(X;) = 25(5)'5%5", et par la proposition 2.3.23, on a que

v(D) = % i1y On trouve alors

n s(T t1 n s 2NK(I) ‘AK’ n 4\!
o(X5) > 2"0(D) = 2 (2) o>t N e s (W) 2N (D[ Ak ).

Posons A = {6 € RY | 0" > (%)t n!Ng(I)\/|Ak|}, le théoreme de Minkowski 2.3.19 nous
donne donc un « € I non nul tel que [Ng(a)| < £ pour tout € € A. Posons alors

6”
B.={beR" | Ja e I\{0} ; Nx(a) < e A o(a) = b}.
Puisque un réseau est discret par la proposition 2.3.9, ’ensemble B, est fini. Remarquons
que si € < &', alors B, C B./, on obtient alors une chaine d’ensembles finis non vide
indexée par € € A. Il en suit que B = N.c4B. # (). On peut alors choisir a € I tel que

o(a) € B pour obtenir
677,
N, < —
N <

pour tout § € A. Finalement, on conclut que pour un tel o, on a

Ne(a)l < (2) 2 fiawiva(n),

Corollaire 2.3.31. Soit K un corps de nombres de degré n = s + 2t. Toute classe
d’idéaux fractionnaire de Ok contient un idéal entier H tel que

Ne() < () 2 fiad]

w™/) n"

Démonstration. Soit I un idéal fractionnaire, il existe un idéal entier J de Ok équivalent
a I'idéal fractionnaire 1!, on a alors I.J ~ Ok. D’aprés la proposition 2.3.30, il existe un

entier a € J tel que |[Ng(a)| < (%)t 1t/ |Ak| Nk (J). Puisque a € J, on a que aOg C J
et donc J divise aOxk d’apres la proposition 2.2.10. Soit H < Ok tel que JH = a0k,
alors H ~ J' ~ (I"™1)™! ~ [. Par multiplicativité de la norme (2.2.19), on obtient

Nx(J)Nk(H) = Ng(JH) = Nk(aOxk) = |Nk(a)| par la proposition 2.2.22. Finalement,
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Vel < (2) 25 yiaelNe)
NN () < () IAeiNe()
<:>NK(H)§<i)tZi A,

Définition 2.3.32 (Borne de Minkowski). Soit K un corps de nombres de degré n =
s+ 2t. La borne de Minkowski de K est définie comme

4\t n!
“KI(J o V1Al

Proposition 2.3.33. Soit Q(\/E) un corps quadratique avec d sans facteurs carrés.

1. Sid>0etd=2,3 4] alors pig = V.

2. Sid>0etd=1[4] alors pug g = @.

5. 851d <0 etd=2,3[4] alors g /5 = 1y/—=d
4. Sid<0etd=1[4] alors pyg = 2/—d.

Démonstration. On rappelle que le degré d’un corps quadratique est 2.

1. Sid > 0, alors t = 0, et d’apres la proposition 2.1.56, on a AQ(\@ = 4d car
d = 2,3 [4]. On trouve alors

4\9 2! 1

™

2. On a ici aussi que t = 0 mais par contre, d’apres la proposition 2.1.56, AQ(\@ =d
puisque d = 1 [4]. On trouve alors

4\° 2! Vd
ron = (7) 7Vi=5

3. 81 d < 0, alors t = 1, et d’apres la proposition 2.1.56, on a AQ(\/E) = 4d car
d = 2,3 [4]. On trouve alors

4N\t 2! 41 4
pawa = () V= V= V=i

w) 22
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4. On a ici aussi que t = 1 mais par contre, d’apres la proposition 2.1.56, AQ(\/E) =d
puisque d = 1 [4]. On trouve alors

4N\1 2! 41 2
o = () @V l=gvVi= V=i

T2

Proposition 2.3.34. Soit p un nombre premier impair, notons ( = ei%, on a que

(4 = (p—1)! P
HQ(¢) = <W> W pre.
Démonstration. Le degré de Q(() est p — 1, et pour tout o € Hom(Q((),C), on a que
o(¢) = ¢* ¢ R pour un certain k € [1,p—1]. On en déduit qu’il n’y a aucun morphisme
de corps réels Q(¢) — C et donc 0 X s + 2t = p — 1. D’apres la proposition 2.1.57, le
discriminant de Q(¢) vaut pP~2, on trouve donc le résultat escompté. O

Proposition 2.3.35. Soit K un corps de nombres de degré n = s + 2t. Si pour tout
nombre premier rationnel positif p tel que p < ux, les idéaux premiers divisant pOx sont
principauz, alors Ok est principal.

Démonstration. Soit I < Ok non nul, par le corollaire 2.3.31, il existe J < Ok un idéal
équivalent a I tel que Ng(J) < (%)t%MA |. Supposons par l'absurde que J n’est
pas principal, alors en particulier J # Ok et donc Nk(J) > 1. Soit Nx(J) = p1--- p
la décomposition en facteurs premiers qu’on obtient grace au théoréme fondamental
de l'arithmétique, on a alors que p; < Ng(J) < (%)t%wAK\ pour tout j € [1,k].
L’hypothese nous dit que les idéaux premiers qui divisent les p;Ox sont principaux.

Aussi, par la proposition 2.2.23, on a Ng(I) € I, ce qui peut étre reformulé comme [
divise Nk (I)Ok d’apres la proposition 2.2.10. Finalement, on obtient par le théoreme
2.2.11 que [ est le produit d’idéaux principaux et est donc lui-méme principal. O

Corollaire 2.3.36. Soit K un corps de nombres de degré n = s + 2t. Si
4\t n!
— ) —v/|Ak| < 2,
(7‘(’) n" ’ K‘
alors Ok est principal.
On a maintenant les outils nécessaires pour calculer des groupes de Picard.
Exemple 2.3.37. 1. D’apres la proposition 2.3.33, on a que les bornes de Minkowski

de Q(v/d) pourd € {—1,£2,+3,5, —7,13} sont strictement inférieures & 2. D’aprés
2.3.36, leur groupe de Picard est trivial.
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2. D’apres la proposition 2.3.33, on a que les bornes de Minkowski de Q(v/6) et Q(v/7)

valent respectivement /6 ~ 2,45 et /7 ~ 2, 65. D’apres la proposition 2.3.35 et le
calcul fait dans le deuxieme et quatrieme exemple de 2.2.29, leur groupe de Picard
est trivial.

. D’apres la proposition 2.3.33, on a que la borne de Minkowski de Q(v/—5) vaut

1/5 ~ 2,85. Or, le premier exemple de 2.2.29 nous dit que 2Z[/=5] = (2Z[v/=5]+
(1‘|’V 5)Z[v/-5])? et que 2Z[\/=5] + (1 ++/—5)Z[/=5] n’est pas principal. Il en

suit que le groupe de Picard de Q(v/—5) est d’ordre 2 par le corollaire 2.3.31, et
la classe [2Z[v/—5] + (1 + /—5)Z[/—5]] est I’élément non neutre du groupe.

. D’apres la proposition 2.3.33, on a que la borne de Minkowski de Q(v/—6) vaut

4/6 ~ 3,12. Le troisitme exemple de 2.2.29 nous dit que 2Z[v/—6] = (2Z[v/—6] +
V—=6Z[\/—6])? et 3Z[\/—6] = (3Z][\/—6] + /—6Z[/—6])?, le groupe de Picard est
donc engendré par [2Z[v/—6] + /—6Z[/—6]] et [3Z[\/—6] + /—6Z[/—6]] par le

corollaire 2.3.31. Montrons que ces deux idéaux sont dans la méme classe. Puisque
[3Z]\/—6] + v/—6Z[y/—6]] est d’ordre 2, c’est son propre inverse, il suffit alors de

montrer que (2Z[v/—6] + /—6Z[/—6])(3Z[/—6] + /—6Z[/—6]) est principal. On
(2Z[v/—6] + V—6Z[v/—6]) (3Z[v/=6] + v—6Z[v/~6])
=6Z[v/—6] 4+ 2/ —6Z[/—6] + 3v/—6Z[/—6] — 6Z[v/—6]
=2v/—6Z[v/—6] + 3v/—6Z[v/—6] — 6Z[v/—6]
=V/—6(2Z[v/—6] + 3Z[v/—6] + V—6Z[v/—6]) = /—6Z[/—6].

La derniere égalité vient du fait que 2,3 € 2Z[/—6| + 3Z[\/—6] + vV —6Z[\/—6],
on a donc pu appliquer la proposition 2.1.35. Finalement, comme pour le point

précédent, le groupe de Picard de Q(y/—6) est d’ordre 2 et [ZZ[\/ —6]++/—6Z[\/—6]]

est I’élément non neutre du groupe.



2.4 Ordre d’un corps de nombres et conducteur

On va s’intéresser dans cette section a des anneaux plus généraux que les anneaux
d’entiers d'un corps de nombres, appelés ordres. Contrairement a l’anneau des en-
tiers, ses classes d’idéaux fractionnaires ne sont pas toutes inversibles, ce qui va ra-
jouter de la difficulté dans les calculs. On s’en sort malgré tout dans le cas quadra-
tique.

2.4.1 Groupe de Picard d’un ordre

Définition 2.4.1 (Ordre). Pour K un corps de nombres de degré n, un ordre de K est
un sous-anneau de Ok ayant une Z-base de taille n. Un ordre quadratique est un ordre
d’un corps quadratique.

Pour O un ordre d’un corps de nombres K, il suit de cette définition que K est le corps
de fractions de O et donc Ok est la fermeture intégrale de O. Ainsi, Ok est 'unique
ordre de K a étre un anneau de Dedekind car c’est le seul a étre intégralement clos. Pour
autant, les deux propositions suivantes montrent qu’étre intégralement clos est I'unique
propriété qui peut manquer & un ordre pour étre de Dedekind.

Proposition 2.4.2. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K Tout idéal non nul
de O est d’indice fini.

Démonstration. Soit I < O non nul, il existe a € [ non nul. On va d’abord montrer
qu’il existe b € I NZ*. Puisque a € I C O C Ok, o admet une équation de dépendance
intégrale sur Z. Il existe donc by, by, ..., b1 € Z tels que

A"+ by 1™ by 0™ 2 4+ by + by = 0.
Ce qui peut se réécrire comme
bo = —oz(oszl + bmflOém72 -+ bm,gamfg’ + -+ bQOé -+ bl)

Etant donné que a € I, les propriétés d’idéaux impliquent que by € I. En outre, on
trouve que byO C I C O mais byO est de méme rang que O et donc [ est aussi de méme
rang que O. On en conclut que [O : I] est fini. O

Proposition 2.4.3. Tout ordre d’un corps de nombres est un anneau noethérien et tous
ses idéaux premiers non nuls sont maximaud.
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Démonstration. Par définition, un ordre d’un corps de nombres est un groupe abélien
de type fini, on peut donc utiliser les mémes arguments que pour Ok dans la proposition
2.2.16 pour dire que tout ordre d’un corps de nombres est noethérien. De méme, on peut
imiter la preuve de la proposition 2.2.16 pour montrer que tout idéal premier non nul
est maximal, car la proposition 2.4.2 nous dit que les idéaux non nuls d’un ordre d’un
corps de nombres sont d’indice fini. n

Définition 2.4.4 (Monoide des classes d’idéaux). Soit K un corps de nombres et O
un ordre de K. On définit de fagon similaire au groupe de Picard de K, le monoide des
classes d’idéauzr de O comme

ICM(O) = I@/P@.

On parle bien ici uniquement de monoide, car la proposition 2.4.17 nous dira que ce n’est
jamais un groupe lorsque O # Ok. La classe d’équivalence correspondante est similaire
a ce qu’on a déja vu : I et J sont équivalents si et seulement s’il existe d € K* tel que
I = dJ. On a une autre caractérisation de cette équivalence donnée par la proposition
suivante.

Proposition 2.4.5. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. On a que deux
idéauz fractionnaires de O sont équivalents si et seulement s’ils sont isomorphes en tant
que O-modules.

Démonstration. Soient I et J deux idéaux fractionnaires de O, supposons d’abord qu’ils
sont équivalents. Il existe donc d € K* tel que I = d.J, et ainsi, on peut définir le mor-
phisme de O-modules m : J — I : x — dx, qui est surjectif par hypothese. L’injectivité
suit du fait que J est un sous-ensemble de K qui est un corps et que d # 0.

Réciproquement, supposons qu’il existe un isomorphisme de O-modules ¢ : J — I.
Prenons s € J\{0}, on a que @ € K*, montrons alors que I = @J. Soit y € I,
puisque ¢ est surjectif, il existe 2 € J tel que y = ¢(z). Remarquons que £ € K, il existe
donc a € O et b € O tel que 7 = 7, puisque K est le corps des fractions de O. Cette
derniere égalité peut se réécrire comme bxr = as, et puisque as € J par propriété de
O-module, on peut appliquer 'isomorphisme ¢. On trouve alors bp(x) = ap(s) et donc

y =) =30(s) = @x, ce qui conclut. O

Définition 2.4.6. Soit A un anneau integre et K son corps de fractions. Pour I, J deux
idéaux fractionnaires, on définit ’idéal fractionnaire

(I:J)={zeK|aJCI}
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Cela définit bien un idéal fractionnaire. Si z,y € (I : J) et a € A alors pour tout z € J,
xz,yz € I et donc (z 4+ y)z € I. Aussi, az € J donc axz = xaz € I, on a donc que
(I : J) est bien un sous-A-module de K. Ensuite, on a dI C A et d'J C A pour certains
d,d € A*, et puisque J est non nul, il existe j € J non nul. On trouve alors d'j € JNA*
et dd'j(I : J) C A. En effet, soit x € (I : J), on a djx € I car dj € J, et donc
dd jx € A.

Proposition 2.4.7. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et I un idéal frac-
tionnaire de O. On a que (I : I) est un sous-anneau de Ok contenant O. En particulier,
I est aussi un idéal fractionnaire de (I :1).

Démonstration. Pour x € O, les propriétés de modules nous donnent que zI C [ et
donc O C (I : I). Ensuite, étant donné y,z € (I : I), on a que yI C I et zI C I et donc
yzI C yl C 1. Aussi, 1-1 C [ donc1 € (I:1).Cest donc bien un anneau. Enfin, si
x € (I:1),alors x € K, en vue de la proposition 2.1.16, on doit montrer que x est un
entier algébrique. D’apres la proposition 2.1.4, il faut montrer que Z[x] est un Z-module
de type fini. Puisque I C I, on a que z*I C I pour tout k € N. Prenons alors a € I
non nul, on a az® € I pour tout k € N et donc aZ[x] C I. 1l en suit que aZ[z] est un
Z-module de type fini, on peut alors conclure car aZ|x] = Z|x]. O

On appelle (I : I) anneau des multiplicateurs de I.

Corollaire 2.4.8. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et I un idéal fraction-
naire de O. On a que l'anneau des multiplicateurs de I est un ordre de K.

Démonstration. D’apres la proposition 2.4.7, on a O C (I : I) C Ok. 1l en suit que le
rang de (I : I) est égal a celui de O (et de Ok), c’est donc bien un ordre de K. O

Proposition 2.4.9. L’anneau des multiplicateurs est un invariant de classes d’idéaux
fractionnaires.

Démonstration. Soient I, J deux idéaux fractionnaires d’un ordre O qui sont équivalents,
cela veut dire qu’il existe d € K* tel que I = d.J, on trouve alors

(I:I)—(dJ:dJ)—d(J:dJ)—d;(J:J)—(J:J).

]

Définition 2.4.10 (Conducteur). Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. On
définit le conducteur de O comme

f:=(0:0k).
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Puisque 1 € Ok, on remarque que le conducteur est a la fois un idéal entier de O et de
Ok.

Proposition 2.4.11. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et f son conducteur.
Pour I <Ok, on a que I C O si et seulement si [ C f.

Démonstration. Puisque I est un idéal de Ok, on a que I = IOk et donc par définition
du conducteur on obtient I C fsi I = IOk C O. L’autre inclusion provient du fait que
fcO. ]

On a donc que le conducteur de O est le plus grand idéal entier qui est a la fois
dans O et dans Ok. La proposition suivante explique I'importance du conducteur d’un
ordre.

Proposition 2.4.12. Soit Q(\/E) un corps quadratique avec d sans facteurs carrés,
notons d' = /d sid=2,3 [4] etd = ”—2\/3 sid =114], de fagon a obtenir Oy g = Z[d'].

1. Tous les ordres de Q(v/d) sont de la forme Z[cd'] pour ¢ € N* et [Z[d'] : Z]ed']] = c.
2. Le conducteur de l'ordre Zcd'] est cOg /g

Démonstration. 1. Par définition, un ordre d’un corps quadratique doit étre un Z-
module de rang 2. On a 1 € O et d’apres une généralisation de la proposition
1.2.17 aux groupes abéliens libres de type fini qu’on admet, 1 peut étre complété
pour former une Z-base. Il existe donc a € O\Z tel que O = Z + aZ. Puisque
O C OQ(\/E) = Z[d'] par définition, on a que o = a + c¢d’ avec a,c € Z. De plus,
¢ # 0 car a ¢ Z. Remarquons alors qu’on a une matrice de changement de base

( ’ ?) € Gla(2)

qui envoie la base (1,a + cd') sur la base (1,¢d’). On a donc Z = Z + cd'Z =
Z £ cd'Z = Z[|c|d']. Ensuite, puisque (1,d’) est une Z-base de Z[d'] et que

) =) (g )

on conclut par la proposition 1.2.35 que [Z[d'] : Z[|c|d'] = |¢].
2. Procédons par double inclusion. Premiérement, on a

Oy = CL[d] = cZ+ cd'Z C L+ cd'Z = Zcd],

on en déduit par la proposition 2.4.11 que COQ( vay C f. Pour l'autre inclusion,
considérons x € f, puisque f C Z[ed'], on a que x = a + bed' pour a,b € Z, il faut
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alors montrer que a € ¢Z. Remarquons que a = z — bed” € f C Z[ed'] et donc
ad' € Z[ed'], on conclut que ¢ divise a car (1,cd’) est une Z-base de Z[cd'].

]

Proposition 2.4.13. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et son conducteur.
Si I est un idéal non nul de O relativement premier a f, alors (I : I) = O.

Démonstration. Les propriétés d’idéaux nous donnent O C (I : I). Pour l'autre inclu-
sion, prenons x € (I : I), par définition, x € K et zI C I. Cette derniére inclusion et le
fait que I soit un Z-module de type fini nous donne que Z[z] est un Z-module de type
fini. D’apres la proposition 2.1.4, z est entier sur Z et donc x € Ok. Ensuite, puisque [
est relativement premier avec f, il existe a € I et b € f tels que a + b = 1. Il en suit que
r=1xx=(a+bxr=ar+br, maisar € [ C Ocarx e (I:1I),et br € O puisque
bef=(0:0k) et x € Ok. Finalement on a bien z = ax + bz € O. O

Proposition 2.4.14. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. St I est un un
idéal fractionnaire inversible de O alors son inverse est (O : I).

Démonstration. Puisque I7' -1 = O, ona [~ C (O :I). De plus, en multipliant cette
derniere inclusion par I, on obtient

O=I1-1""CcI(O:I)cCO,

ce qui conclut. ]

Proposition 2.4.15. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. Si I est un idéal
fractionnaire inversible de O alors (I : 1) = O.

Démonstration. Par définition d’idéal fractionnaire, on a que O C (I : I). Pour l'autre
inclusion, considérons = € (I : I), alors I C I, mais puisque I est inversible, on peut
multiplier cette derniére inclusion par I~! pour obtenir zO C O, ce qui conclut. H

Définition 2.4.16 (Gorenstein). Un ordre est dit de Gorenstein si on a 'autre impli-
cation dans la proposition 2.4.15.

Corollaire 2.4.17. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K différent de Ok.
On a que le conducteur de O n’est pas un idéal fractionnaire inversible de O.

Démonstration. Notons f le conducteur de O, on sait que c¢’est un idéal entier de Ok. En
particulier, (f : f) = Ok d’apres la proposition 2.4.7. Par hypothese, O # Ok, on conclut
alors par la contraposée de la proposition 2.4.15. O]
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Puisqu’étre inversible est une propriété de classe, il suit du corollaire 2.4.17 que ICM(O)
n’est jamais un groupe lorsque O # Ok. Cela motive la définition suivante.

Définition 2.4.18 (Groupe de Picard). Soit K un corps de nombres et O un ordre de
K. On définit le groupe de Picard de O comme le sous-monoide de ICM(Q) des classes
d’idéaux fractionnaires inversibles. On le note Pic(O).

Proposition 2.4.19. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et P un idéal
premier non nul de O. On a que P est inversible en tant qu’idéal fractionnaire de O st
et seulement si (P : P) = QO.

Démonstration. Le premier sens d’implication est donné par la proposition 2.4.15. Pro-
cédons par contraposée pour la réciproque. Si P n’est pas inversible en tant qu’idéal
fractionnaire, alors en particulier P # O. D’apres le lemme 2.2.6, il existe w € K\O tel
que wP C O. On a alors la chaine d’inclusion suivante

PcC(O+wO)PCP+wPcCO.

D’aprés la proposition 2.4.3, P est maximal et donc soit (O + wO)P = P, soit (O +
wO)P = O. Puisque P n’est pas inversible par hypothese, on a (O + wO)P = P. On
trouve finalement w € (P : P)\O. O

On rappelle un résultat d’algébre commutative, une preuve est donnée dans [14].

Lemme 2.4.20 (Nakayama). Soit A un anneau commutatif, M un A-module de type
fini, et I un idéal de A tel que M C IM, alors il existe un élément a € I tel que
(14 a)M =0.

Proposition 2.4.21. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et f son conduc-
teur. Tout idéal non nul de O relativement premier a f est un produit d’idéaux premiers
inversibles.

Démonstration. Soit I un idéal non nul de O relativement premier a f, d’apres la propo-
sition 2.4.13, on a que (I : I) = O. Si I est premier, alors on conclut par la proposition
2.4.19. Sinon, on proceéde par récurrence forte sur [O : I]. Le théoreme de Krull 2.2.1
nous donne un idéal maximal P <O tel que I C P. Puisque [ est relativement premier
avec f, on obtient O =1+4+fC P+fC O et donc P est relativement premier avec f. On
en déduit encore une fois des propositions 2.4.13 et 2.4.19 que P est inversible. Posons
J = IP~!, puisque I n’est pas premier, alors I # P et donc J # O. Remarquons main-
tenant que l'inclusion I = PJ C J est stricte. En effet, si J C PJ, alors le lemme de
Nakayama 2.4.20 nous dit qu’il existe a € P tel que (14 a)J = 0 et puisque P est maxi-
mal, a # —1, on trouve donc une contradiction puisque O est integre. Ainsi, 'inclusion
stricte nous donne d’une part [O : J] < [O : I] et d'autre part O =T +fC J+fC O.
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Ainsi, J est relativement premier avec f et donc 'hypothese de récurrence nous dit que
J est un produit d’idéaux premiers inversibles. On conclut car I = PJ. O

Corollaire 2.4.22. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et f son conducteur.
Tout idéal non nul de O relativement premier a f est inversible.

Proposition 2.4.23. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et f son conducteur.
On a une bijection entre les idéauzr de O relativement premiers a f et les idéaur de Ok
relativement premiers a f donné par k : I — IOk et x : J+— JNO. De plus k et x sont
multiplicatifs.

Démonstration. Montrons d’abord que notre candidat de bijection envoie les idéaux
relativement premiers a f vers des idéaux relativement premiers a f. Premierement, si
I+f=0,alors 1 € I 4+f, mais O C Ok implique IO +f C IOk +f et donc 1 € IOk +1.
On a donc bien que IOk + f = Ok, c’est-a-dire que IOk est relativement premier a f.
Ensuite, si J + f = Ok, alors

O=0xkNO0=I+)NOCINO+fCO,

dou INO+f= 0O et donc I N O est relativement premier a f.

Montrons maintenant que x est bijectif et d’inverse x. Puisque x(J) +f= O, on a

J=JO =Jx(J)+f)=J(JNO+j)
CJJNO)+JfCOx(JNO)+(JNO)Ok = (JNO)Ok C J.

On en déduit que (x(J)) = (JNO)Ok = J. Aussi, on trouve
ICIOxkNO=(I0xkNO)O CI(I+f)CI.

On en conclut que x(k(1)) =10k NO = 1.

Enfin, puisque x et y sont inverses I'un de l'autre, il suffit de remarquer que k est
multiplicatif. 0

Proposition 2.4.24. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et f son conducteur.
Si J est un idéal non nul de Ok relativement premier a f, alors on a un isomorphisme
d’anneauz canonique O/J N O = Ok/J. Si I est un idéal non nul de O relativement
premier a f, alors on a un isomorphisme d’anneauz canonique O/I = Ok /10k.

Démonstration. e Le morphisme O — Og — Og/J ou 7 est le morphisme de pro-
jection canonique, a pour noyau J N Q. Ce morphisme est surjectif car J +f = Ok
et f C O. On conclut par le premier théoreme d’isomorphisme.
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e Le morphisme O — Og — Ok /IO ol 7 est le morphisme de projection cano-
nique, a pour noyau IOg N O = I. Ce morphisme est surjectif car IOk + f = Ok
et f C 0. On conclut par le premier théoreme d’isomorphisme. O

Proposition 2.4.25. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et H un idéal
non nul de O. Toute classe d’idéaux fractionnaires dans Pic(O) contient un idéal entier
relativement premier a H.

Démonstration. Le cas ou H = O est trivial, supposons alors maintenant que H # O.
Soit I un idéal fractionnaire inversible de O, on cherche € K* tel que 2I~! C O et
xI '+ H = O. D’apres la proposition 2.4.14, 1 = (O : I), et donc pour tout = € I, on
axl~' C O.1l en suit que /' + H C O. Supposons par I’absurde que pout tout = € I,
2+ H # O. Puisque H # O, le théoréme de Krull 2.2.1 nous dit qu’il existe un idéal
maximal P tel que H C P. De plus, 'indice [O : H] € N* d’apres la proposition 2.4.2, et
donc il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux contenant H qu’on note Py, ..., B,,.
Pour tout x € I, il existe k € [1,m] tel que 2+ H C P, car H C xI ™' + H. Aussi,
H C P, nous donne xI~! C P, et donc x € P,I. 1l suffit alors de montrer qu’il existe
x € I tel que x ¢ Pl pour tout k € [1, m] pour obtenir une contradiction. Remarquons
que Pyl C I mais P.I # I pour tout k € [1,m], il existe donc x € I\ P, pour tout
k € [1,m]. Enfin, le théoréeme des restes chinois nous donne 'existence d'un = € I tel
que z = x; modulo P,I pour tout k € [1,m], ce qui conclut. ]

Lemme 2.4.26. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et f son conducteur.
Pour o, B € Ok, si a — 3 €f, alors aOg N O = %(BOK NO). En particulier, a«Ox N O
et BOx N O sont dans la méme classe d’idéaux fractionnaires.

Démonstration. Remarquons premierement que

00N O = (B0 N O) = O N L0 = 0xn L0,
(6%

s s

Cette derniere égalité est symétrique, on peut montrer la double inclusion en montrant
uniquement Og N i(’) C Ok N %(’). Soit a € Og N é(’), on a que a — 3 € f nous donne
Pexistence de 7 € f tel que @ = S+17. Puisque a € 20, on a fa+na = (8+n)a = aa € O.
Or,naEfCOetdoncﬂae(’)etdoncaEOKﬂ%O. n

Proposition 2.4.27. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. La séquence de
morphismes de groupes abéliens

(Ox/i)* — Pic(O) —% Pic(Ox) — 0

ot t:a+fr— [aOxkNO] et k: [I] = [IOk], est exacte en Pic(O) et Pic(Ok).
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Démonstration. e Exactitude en Pic(Ok) : il faut montrer que « est surjectif. Le fait
que c’est un morphisme de groupes suit de la proposition 2.4.23. Soit f le conduc-
teur de O, c’est un idéal non nul de O, donc la proposition 2.4.25 nous dit que
toute classe d’idéaux fractionnaire de Ok contient un idéal entier J relativement
premier a f. D’apres la proposition 2.4.23, J N O est relativement premier a f et
(JNO)Ok = J. 1l suit de la proposition 2.4.22 que J N O est inversible et donc
[J N O] € Pic(O) et donc on trouve k([J NO]) = [(JNO)Ok| = [J].

e Exactitude en Pic(O) : le fait que ¢ est un morphisme de groupes suit de la multipli-
cativité de x dans la proposition 2.4.23. Le conducteur f est aussi un idéal non nul
de O, donc la proposition 2.4.25 nous dit que toute classe d’idéaux fractionnaire de
O contient un idéal entier I relativement premier a f. On a que [I] € Ker(k) si et
seulement si IOk est principal, ¢’est-a-dire s’il existe a € Ok tel que 10k = aOk.
D’apres la proposition 2.4.23, on a d'une part que Ok est relativement premier
a f et dautre part I = IOg N O = aOg N O. 1l en suit que a + f est inversible
dans Ok /f et donc Ker(k) = {[aOx N O] | aOk premier avec f}. On conclut par le
lemme 2.4.26 que Ker(x) = Im(¢).

Exemple 2.4.28. 1. Pic(Z[v/13]) est trivial : d’apres la proposition 2.3.33, on a que

Ho(yi3) = @ ~ 1,8, et donc Pic(OQ(m)) est trivial par le corollaire 2.3.36. Il

en suit que Pic(Z[v/13]) est donné par l'image du morphisme ¢ de la proposition
2.4.27. La proposition 2.4.12 nous dit que le conducteur de Z[v/13] est QZ[%].

On trouve par la suite

R PR
2 2

Ogviz)/f=Z /27 [ ] > (Z/27)[X]/(X*~X-3)(Z/2Z)[ X] = F,.

Ainsi, (OQ( J3) [f)* = Z/3Z, il suffit alors de montrer qu'un élément non neutre

de (Ogy13)/f)* est dans le noyau de ¢ pour conclure. Considérons 1 + L;/E +fe

(Og(yis)/f)*; on a alors

2

:{?’2@+4b+(g+b)\/1_3}.

(RRERE) PYEES Y FRRERG) F AL

Un élément de cet ensemble appartient a lordre Z[v/13] si et seulement si a est
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pair. On trouve finalement

<1+1+2\/1_3> [1+\/_]ﬂz 3] = {3c+4b+ (c+D)V13 | ¢,b € Z}.

<? i) € GLy(Z),

donc (1 + H;/ﬁ) Z [H;/ﬁ] NZ[v/13] = Z[\/13], ce qui conclut.

Or,

2.4.2 Monoide des classes d’idéaux d’un ordre

Définition 2.4.29 (Différente). Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et I un
idéal fractionnaire de 0. On définit la différente de I comme

I''={z € K| Trg(xl) C Z}.

Proposition 2.4.30. Soit K un corps de nombres, O un ordre de K et I, J deux idéauz
fractionnaires de O, la différente a les propriétés suivantes

1. I = (I
22.I1CcJ<=JcCrl
3. (xI)' = LI' pour tout x € K*.

Démonstration. 1. On a
(I ={x e K| Trx(zI") CZ} = {x € K|Vy € K: Trx(yl) C Z = Trg(xy) € Z}.

Il est clair de par cette définition que I C (I*)". On admet 'autre inclusion.

2. D’apres le point précédent, il suffit de montrer un sens de I'implication. Supposons
alors que I C J et prenons x € J'. Par définition, on a Trk(zJ) C Z, mais puisque
I C J, on trouve que zI C xJ et donc Trx(zl) C Trg(xzJ) C Z. On conclut que
rel.

3. Soit x € K*, on a

1 1
(zI)' ={y e K| Trx(yzl) C Z} = E{y e K| Trgx(yl) C Z} = Elt

]

Lemme 2.4.31. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. Si I est un idéal
fractionnaire tel que (I : I) = O, alors [IT' = O,
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Démonstration. Montrons d’abord que I1* C O!. Soit a € II' et z € O, on doit montrer
que Trg(za) € Z. Or, la définition du produit d’idéaux fractionnaires nous dit qu’il
existe m € N* tel que a = 37, zxy, avec x, € I et y, € I' pour tout k € [1,m].
Par additivité de la trace (proposition 2.1.26), il suffit de montrer que Trx(zzryx) € Z
pour tout k € [1,m] afin de montrer que Trx(}-}"; zxxyx) € Z. Puisque I est un idéal
fractionnaire de O, on a que zxy, € I car z € O et x;, € I, et par définition de I, on a
Tri(zxpyr) € Z car y € I'.

Pour I'autre inclusion, on a d’apres la proposition 2.4.30 que c¢’est équivalent a montrer
que (ITH)" C (O")Y, et cette méme proposition nous dit qu’il suffit de montrer (I7°)" C O.
Soit z € (IT")!, alors par définition, on a que Trg(zI1') C Z, il en suit que xI* C I*. Par
la proposition 2.4.30, on a alors I C (I')" C 11, et donc #I C I. On conclut bien que
xre(l:1)=0. O

Proposition 2.4.32. Soit K un corps de nombres. Un ordre O de K est de Gorenstein
si et seulement si O est inversible.

Démonstration. Supposons que O soit de Gorenstein, on peut alors montrer que (O :
O" = O pour prouver que O est inversible. On a O C (0! : O') car O' est un
O-module. Pour Pautre inclusion, prenons x € (Of : O, alors zO" C O' et donc
O = (0" C (#0")! = L0 par la proposition 2.4.30. Ainsi 2O C O et donc z € O car
1e0.

Réciproquement, supposons que O est inversible et qu'un idéal fractionnaire de O ait
la propriété que (I : I) = O. Montrons que [ est inversible. D’apres le lemme 2.4.31, on
a que II' = O, on multiplie alors par l'inverse de O! afin d’obtenir IT{(O%) ™1 = O, ce
qui conclut. O

Définition 2.4.33 (Monogene). Soit K un corps de nombres. Un ordre de K est dit
monogéne s'il est de la forme Z[a] pour a € Ok.

Proposition 2.4.34. Tout ordre monogene est de Gorenstein.

Démonstration. On admet que Z[a]' = P,ta)Z[a] ou P est le polynéme minimal de «

sur Q. On conclut par la proposition 2.4.32. m

Définition 2.4.35 (Bass). Soit K un corps de nombres. Un ordre de K est dit de Bass
si tous ses sur-ordres sont de Gorenstein.

Corollaire 2.4.36. Tout ordre quadratique est de Bass.
Démonstration. D’apres la proposition 2.4.12, tous les ordres quadratiques sont mono-

genes. Ils sont donc en particulier tous de Gorenstein d’apres la proposition 2.4.34. [
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Proposition 2.4.37. Soit K un corps de nombres et O un ordre de K. Si O est de
Bass, alors on a l’égalité ensembliste suivante

ICM(0) = | | Pic(R),

ot l'union disjointe est indexée par les sur-ordres de O.

Démonstration. Soit I un idéal fractionnaire de O, posons R = (I : I) 'anneau des
multiplicateurs de I. D’apres la proposition 2.4.7 et le corollaire 2.4.8, on a que R est
un sur-ordre de O et I est un idéal fractionnaire de R. Par hypothese, O est de Bass,
donc R est de Gorenstein, et donc I est inversible dans R et uniquement dans le sur-
ordre R (proposition 2.4.15). L’anneau des multiplicateurs est un invariant de classes
d’idéaux fractionnaires de O. Ainsi, pour conclure, il reste a remarquer qu’étant donnés
deux idéaux fractionnaires J, H de O ayant le méme anneau des multiplicateurs S, s’ils
sont équivalents en tant qu’idéaux fractionnaires de O, alors ils le sont aussi en tant
qu’idéaux fractionnaires de S. n

Corollaire 2.4.38. Soit K un corps de nombres et O un ordre de Bass de K. Il n’y a
qu’un nombre fini de classes d’idéaux fractionnaires.

Démonstration. 11 n’y a qu'un nombre fini de sur-ordres et chaque groupe de Picard
d’un ordre est fini d’apres la suite exacte donnée par la proposition 2.4.27 car le groupe
des classes d’idéaux d'un corps de nombres et fini et Ok /f est fini. O

Exemple 2.4.39. D’apres 'exemple donné dans 2.4.28 et la proposition 2.4.37, on a
que les deux classes d’idéaux fractionnaires de Z[v/13] sont [Z[v/13]] et [Z[%]]
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Chapitre 3

Dernier théoreme de Fermat

Lemme 3.0.1. Soit p un nombre premier impair et notons ( = &% . Pour x,y € C, on

a que
p—1

2yt = [[ (= +cMy).
k=0

Démonstration. Le cas ou y = 0 est trivial, on suppose donc maintenant que y # 0. On
évalue le polynome T'(X) = X? — 1 en = pour obtenir

7(x) = x7— 1= TIX — &) (3.1)
:‘T(J:—yp‘l:,ﬂo(—ﬂ) 82)
— — T (fy) ::cp+yp=pH<x+C’“y>. (3-3)

k=0

Lemme 3.0.2. Soit p un nombre premier impair, notons ( = &% . On a que pour tout
a € Z[¢], il existe a € Z tel que o = a modulo (1 — ¢)Z][(].

Démonstration. C’est équivalent a montrer que la surjectivité du morphisme d’anneaux
Z — Z[¢] = Z[¢]/(1 — ¢)Z[¢] ot 7 est le morphisme de projection canonique. Puisque
Nz (1 —¢) = p d’apres la proposition 2.1.33, on a que |Z[¢]/(1 — {)Z[(]| = p d’apres la
proposition 2.2.22. On obtient donc 'isomorphisme d’anneaux Z[C]/(1 — {)Z[(] = Z/pZ.
En appelant A : Z/pZ — Z[(]/(1 — {)Z[C] cet isomorphisme et 7' : Z — Z/pZ le
morphisme de projection canonique, on obtient que mw ot = X o 7’ car Z est 1’élément
initial de la catégorie des anneaux unitaires et des morphismes d’anneaux unitaires. Il
en suit que 7 o ¢ est surjectif. [

Lemme 3.0.3. Soit p un nombre premier impair, notons ( = ei%ﬂ. On a que pour tout
a € Z[C], il existe a € Z tel que o = a modulo pZ[(].
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Démonstration. D’apres le lemme 3.0.2, il existe a € Z tel que 1 — ¢ divise a — a. 1l
existe donc 5 € Z[C] tel que (1 — () = a — a. On a alors par la formule du binéme de
Newton que

(1—C)PB” = (o — a)’ = aP — a? +Z§ji (Z) "k (—a)*.

D’apres la proposition 2.2.30, p divise (1 — )P et divise donc

p—1 p
of —ad’+ ( )ozp_k(—a)k.
=1 \F

p

k) pour tout k € [1,p — 1], on trouve bien que p divise o — a”.

Puisque p divise (
[

Définition 3.0.4 (Régulier). Un nombre premier impair positif p est dit régulier ’il ne
- 27
divise pas l'ordre de Pic(Z[(]) ou ¢ = €' 7.

Lemme 3.0.5. Soit K un corps de nombres, b l’ordre du groupe de Picard de K et ¢ € N*
un nombre copremier avec b. St un idéal fractionnaire I est tel que I est principal, alors
I est lui-méme principal.

Démonstration. On doit montrer que la classe de I est triviale. Puisque ¢ est copremier
avec b, il existe par le théoreme de Bézout 1.2.27 u,v € Z tels que bu + qgv = 1. On a
alors

1! = [P = (P[0 = ()17 = (01" = [0)Ox)” = [Ox]

]

Lemme 3.0.6. Soit P € Z[X] un polynome unitaire irréductible de degré n > 1 et soient
at, ..., € C ses racines. Pour tout k € N, on a que les coefficients de

sont des entiers rationnels.

Démonstration. Soit k € N, remarquons que tous les «; sont des entiers algébriques, il
en est donc de méme pour tous les aé? . Soit I le corps de décomposition de P, puisque
P est le polyndme minimal de aq, on obtient en posant G = Galg(L) que

P(X) =[] (X = 7(en)).

TG
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Les propriétés de morphismes de corps nous donnent que

P(X) = H (X — ) = TL(X = r()) = [T (X - r(ab)).

TEG TEG

On a alors pour tout 7 € G, que P;,_, le polynéme P, ot ’on a appliqué 7 a ses coefficients,
est égale a P,. En effet,

P (X) = [T (X = 7(r"(a}))) = ] (X = 7"(e1)) = Pu(X).

meG e

Soit A; le polynéme minimal de of sur Q, d’apres la proposition 2.1.9, on a que A; €
Z[X] car of est un entier algébrique. Puisque P.(a¥) = 0, on a que A; divise Py et
donc Ay = [Ljep(X — of) ou B C [1,n]. Si B = [1,n], alors A; = P, et on conclut,
sinon on considere A; le polynome minimal de a;-“ pour un certain j ¢ B, on a alors

comme précédemment que Ay € Z[X] et aussi, A; divise % car ce dernier annule «;.
On trouve alors que A; = [[,ec(X —af) ot C' C [1,n]\B. Si cette derniére inclusion est
une égalité, on trouve alors que P, = A;A;, sinon on réitere I'argument en considérant
Ay le polyndéme minimal de of ou t ¢ B U C, qui est aussi & coefficients entier car af
est un entier algébrique. Ainsi de suite, on trouve finalement que P, est a coefficients

entiers car c¢’est le produit de polynomes a coefficients entiers. O

Lemme 3.0.7. Etant donnés m € N* et un m-uplet (B;)jen,m) C C, pour un polyndome

défini comme Qi(X) 1= ﬁ (X —67), on a que si |B;| <1 pour tout j € [1,m] alors les
=1

coefficients de Q. sont bornés indépendamment de k.

Démonstration. Procédons par récurrence sur m.

e Initialisation : si m = 1 alors on a bien que pour tout polynéme défini comme
X —p*avec f € {be C: b <1} alors les coefficients de ce polyndome sont bornés
en module. En effet, le coefficient dominant est 1 et 1'autre coefficient qui est —3*
est borné en module par 1 car : 1 > |8] = 1> |B]F = |8%| = | — B*].

e Hérédité : supposons que pour tout polyndme de degré m défini comme Qx(X) =

IT(X — 6]"3) pour tout m-uplet (5;);cp,mp C C, on a la propriété : |3;| < 1 pour
j=1

tout 7 € [1,m] implique que les coefficients de @y sont bornés indépendamment
de k. Montrons que cette propriété est vraie pour tout polynéme de degré m + 1

de la forme de @y (produit de mondmes unitaires).
m+1

Soit fB1, Pa, ..., Bmr1 C C, et soit Qk(X) = Il (X — BJ’“) Si on nomme comime
j=1
polynome Qu(X) = T (X = 55), on a aue Qu(X) = (X = 5,,)Q4(X). Or,
‘]:
est un polynome de degré m et d’apres I’hypothese d’hérédité, ses coefficients sont
bornés indépendamment de k. On peut donc le réécrire de la fagon suivante :
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m—1
Qu(X) = X"+ > qy X' avec a; € {b € C: |b| < M} pour tout [ € [0, m — 1] pour
=0

un certain M € R*. Ainsi, on a
Q(X) = (X = B 41)Qk(X)
m—1
(X -8 (Xm ; Zale>

=0

m—1
_ m+1 m l l
= X — m+1X + ZCLZ 1X Z m+1 CLZX
=1 =0

m—1

= X" 4 (=B + am-) X" = Braa0 + D (e = Bra) X!
1=1

Sachant que comme précédemment, on a [B,41] <1 = | —B%,,] <1, on
observe donc que le coefficient de Q) est 1, pour le coefficient devant X™, on a
|—BF 1+ am_1]| < =B85 |+]am—1| < 1+ M. Pour Pordonnée a l'origine (coefficient
devant X), on a | — 8% ao] < |— 8% _1]lag] < 1% M = M. Pour les coefficients
devant X' pour I € [1,m — 1], on a |ai-1 — Bro @] < |aa| + | — Bl <
M+ | = 8% lla] < M+ 1%M = 2M. On en conclut finalement que tous les
coefficients de Q) sont bornés indépendamment de & (de borne max(M + 1, 2M)).

O

Théoréme 3.0.8 (Kronecker). Soit P € Z[X] un polynéme unitaire séparable de degré
n > 1 et soient ay, ..., a, € C ses racines. Si |o;] €]0, 1] pour tout i € [1,n], alors a; est
une racine de l'unité pour tout i € [[1,n].

Démonstration. Pour k € N* prenons Py, défini comme dans 3.0.6, montrons d’abord que
I'ensemble { Py | k € N*} est fini. D’apres le lemme 3.0.6, on a que {Py | kK > 1} C Z[X]
et d’apres le lemme 3.0.7, on a que les coefficients de P, sont bornés indépendamment
de k. Ainsi, si on nomme M cette borne optimale, on sait que M > 1 car les P, sont
unitaires et que c¢’est un entier car les coefficients de P, sont entiers. On déduit de cette
derniére information que les coefficients sont éléments de [—M, M]. Or, le nombre de
polynémes unitaires de degré n a coefficients dans [—M, M] est fini et vaut exactement
(2M +1)".

De ce fait, si on considére la suite u : N* — Z[X] : k — Py, on a que 'image de u

({Py | k > 1}) est finie. Formellement, cela revient a dire qu’il existe Q € {FP | k > 1}

et ¢ : N* — N* strictement croissante tel que pour tout k € N*, uy) = ). Nommons

cette sous-suite v : v, = uyy = ¢ Vk € N*. Construisons maintenant une application

qui a tout élément de {P; | £ > 1} associe un vecteur de ses racines (donc de taille n

car on compte la multiplicité) qui est ordonnée selon I'indexation ¢ donnée par 1’énoncé,
n

cest-a-dire, 7 : {Py | k > 1} = Z" : [[(X — of) = (af,a5,...,af). On a alors que
j=1

pour tout k, k" € N*, 7(vj) est une permutation de 7(vg) car vy et vy étant le méme
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polynome, ils ont les mémes racines, donc seul 'ordre dans le vecteur peut changer.
Ainsi, puisqu’il y un nombre fini de permutations possibles, on peut déduire qu’il existe
forcément k, k' € N* tels que k < k' et 7(vy) = 7(v). Or, cela revient a dire qu’il existe
k< K tel que (o¥ ok ....af) = (¥ o' ..., o) ou de facon équivalente que pour tout
i, af = of. Mais puisque pour tout 4, |as| # 0 donc a; # 0 et aussi af # 0, on peut
diviser dans 1'égalité par af et on trouve alors que af/_k = 1lavec k' — k € N*. On en
conclut donc que pour tout 7, a; est une racine de I'unité. O

Lemme 3.0.9 (Kummer). Soit p un nombre premier régulier et notons ¢ = ¢'% . Pour
tout € € Z[C]*, il existe v €R et t € Z tels que ¢ = v(".

Démonstration. On applique le théoreme de Kronecker 3.0.8 a £ afin d’obtenir £ = +( &
pour un certain k € Z (on admet dans ce mémoire que ce sont les seules racines de
g

I'unité dans Z[(]). Puisque p est impair, il existe ¢t € Z tel que £ = £¢* et on obtient
alors (™" = +2¢* On aimerait que le signe soit positif, car si c’est le cas, on aurait

et =aCt =2 =,

et donc e(* € R. Supposons par I'absurde que le signe est négatif, d’apres le lemme
3.0.2, il existe a € Z tel que e(™* = a modulo (1 — ¢)Z[¢]. En appliquant la conjugaison
complexe a cette congruence, on obtient £¢* = a modulo (1—¢?~1)Z[(] mais la proposition
2.1.38 nous dit que 1 —( est associé¢ a 1 — (P! et donc (1—¢P"HZ[¢] = (1—()Z[¢]. Ainsi,
e¢™" = ¢ modulo (1 — ¢)Z[¢] et donc —¢* = £ = ¢* modulo (1 — ¢)Z[¢]. Finalement
1 — ¢ divise 2¢? et divise méme 2 car (? est inversible, or, p est le seul nombre premier
rationnel que 1 — ( divise d’apres la proposition 2.2.25. O

On admet le résultat suivant, une preuve détaillée est donnée dans [7].

Lemme 3.0.10 (Kummer). Soit p un nombre premier régulier et notons ( = e Si
e € Z[C]* est congru a un entier rationnel modulo pZ[(], alors il existe w € Z[(]* tel que
€ =uwP.

Lemme 3.0.11. Soit x,y,z € Z, si 3 ne divise pas xyz, alors 3 4+ y> + 23 #£ 0.

Démonstration. Supposons par I'absurde que 2® + y® + 22 = 0, alors on aurait z3 +
y® + 23 = 0 [9]. Or, puisque 3 ne divise pas zyz, on a que z,y, z sont chacun congrus &
1,2,4,—4,—2 ou —1 modulo 9. Mais pour tout k € {£1, 42, &4}, on a que k¥* = £1 [9],
et on obtient donc £1+ 141 =0 [9], ce qui n’est pas possible. ]

Théoréme 3.0.12 (Fermat-Kummer). Soit p un nombre premier régulier, alors l’équa-
tion diophantienne xP 4+ y? = 2P n’admet aucune solution non triviale.
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Démonstration. Tout d’abord, remarquons qu’il est équivalent de montrer que I’équation
diophantienne

PP+ =0 (3.4)

n’admet aucune solution non triviale. En effet, p étant impair, si (a, b, ¢) est une solution
non triviale de zP+y? = 2P, alors (a, b, —c) est une solution non triviale de 2P +y?+z? = 0.
Remarquons maintenant que si un nombre premier rationnel ¢ divise deux de ces termes,
disons sans perte de généralité x et y, alors ¢ divise z? et divise donc z car ¢’est un nombre
premier. On peut donc supposer que x,y et z sont deux a deux copremiers car si (a, b, ¢)
est une solution non triviale, alors (%, g, g) est aussi une solution non triviale pour tout
nombre premier rationnel ¢ divisant z,y et z. Maintenant qu’on a réduit le probléme,
on va démontrer ce théoreme en faisant une disjonction de cas selon que p divise ou non
TYZ.

e p ne divise pas zyz : d’apres le lemme 3.0.1, ’équation (3.4) se réécrit comme

p—1

[I@+¢ty) = =27, (3.5)

k=0

ce qui induit une équation en termes d’idéaux

p—1

[[ (@ +¢*y)Z[¢] = "Z[c]. (3.6)

k=0

Montrons que les idéaux (x+(*y)Z[(] sont deux & deux copremiers. Supposons par
I'absurde que (+C*y)Z[¢]+ (2 +C¥y)Z[¢] # Z[¢] pour k # K/, alors le théoréme de
Krull 2.2.1 nous dit qu’il existe un idéal maximal P contenant (z + (*y)Z[(] + (z +
C¥'y)Z[¢]. En particulier, 24y, x+C*y € P et donc (1 —CFF)¢Fy = Ry — ¥y e
P. Puisque ¢* est inversible, (1 — ¢*~*)y € P, et puisque P est premier, on a soit
1 — (¥ € P, soit y € P. Remarquons que z € P puisque d’apres la proposition
2.2.10, P divise (z + ¢*y)Z[(] et divise donc [[2_(z + CFy)Z[¢] = 2PZ[C]. Ainsi,
2P € P et donc z € P car P est premier. Puisque y et z sont supposés ici étre
copremiers, la proposition 2.1.35 nous dit qu’on ne peut pas avoir y € P. On a
alors 1 — ¥ € P, mais d’apres la proposition 2.1.38, 1 — ¢¥=* est associé & 1 — ¢
donc (1 —¢)Z[(] C P. Or, (1 —()Z[¢] est maximal d’apres la proposition 2.1.33 et
donc (1 —¢)Z[¢] = P. Il en suit que 1 — ¢ divise z, et donc p = Nzj¢q(1 — () divise
Nzj(z) = zP~1. On trouve alors que p divise z ce qui contredit notre hypothese.
On a donc bien que les (z + ¢*y)Z[(] sont copremiers.

On déduit alors du théoreme 2.2.11 que tous les idéaux (z + ¢*y)Z[¢] = HY pour
certains idéaux entiers Hy. D’apres le lemme 3.0.5, puisque p est régulier, chaque
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Hy est principal. Ainsi, pour tout k£ € [1,p — 1], il existe hy € Z[(] tel que
Hy = hiZ[(]. En particulier, il existe v € Z[(]* tel que = + (y = vh]. D’apres
le lemme de Kummer 3.0.9, il existe v € R et t € Z tel que v = v('. Aussi, le
lemme 3.0.2 nous dit qu'’il existe g € Z tel que g = h} modulo pZ[¢]. On a alors la
congruence

r + Cy = v¢*g modulo pZ[(]. (3.7)

En multipliant par (¢ d’une part, et en appliquant la conjugaison complexe d’autre
part, on obtient

¢z + Cy) = vg modulo pZ[(]
—('(z + ("'y) = vg modulo pZ[(].

En soustrayant ces deux congruences, on trouve
o+ Ty — ¢t — y¢ = 0 modulo pZ[¢). (3.10)

Cette derniére congruence implique que 2t = 1 [p|. En effet, si t = 0 [p], alors
(3.10) nous donne
Cy — ¢ 'y = 0 modulo pZ[(].

Or,

Y—Cly==(C"=Qu=—C"1-Cly=—¢C"'1+ 1=y,

et la proposition 2.1.38 nous dit que 1+ ¢ est inversible, et donc —( (1 + () T'est
aussi. Il suit de cela que p divise (1 — )y dans Z[(] et donc Nzj(p) = pP~" divise
Nz (1 = Qy) = Nzi(1 — )Nz (y) = py?~'. On a alors que pP~2 divise y?~! et
donc p divise y, ce qui contredit 'hypothese. De la méme fagon, on obtient la méme
contradiction avec x a la place de y si on considere que ¢t = 1 [p|. La congruence
(3.10) nous dit qu'’il existe § € Z[(] tel que pd = ¢ ~ta + ¢ty — Ctx — yC* ! et donc
0=2C"+ %Cl_t — 3¢ = %Ct_l. Or, {1,¢, -+, (P72} constitue une Z-base de Z[(]
donc on doit avoir deux termes parmi, ¢, —t,t — 1,1 — ¢t qui sont congrus modulo
p, car sinon on aurait %,% € Z, ce qui contredirait 'hypothese. Enfin, on a bien

t=1—t[p| donc 2t =1 [p] car

ei=—t[p]<=2t=0[p] <= t=0[p
ei—l=1—-tpl=2t=2[p=t=1]p
et=t—1[p < 0=-1[p
ol—t=—tp<=1=0[p.
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En multipliant la congruence (3.10) par ¢*, on trouve alors

(T Tly—Co -y =a+Cy—Cla -y (3.11)
=r+Cy—Cr—y=(x—y)(1—¢) =0 modulo pZ[(]. (3.12)

Ainsi, p divise (z — y)(1 — () dans Z[(] et donc Ng(p) = pP~' divise Ng((z —
y)(1—C)) = Ng(x—y) Nz (1—C) = (x—y)P 'p. Il en suit que pP~2 divise (z—y)?~*
et donc p divise x —y car p est premier. Finalement, z = y [p], mais la symétrie de
(3.4) nous indique qu’on aurait pu faire exactement la méme démonstration pour
obtenir z = z [p], et donc I’équation (3.4) implique

0= 2P 4y + 2P = 327 [p]. (3.13)

Or, p ne divise pas x par hypothese donc p divise 3 et vaut donc 3. On conclut
alors par le lemme 3.0.11.

e p divise zyz : remarquons premierement que p divise un seul des facteurs de zyz

puisqu’on a pris x,y et z deux a deux copremiers. La symétrie de (3.4) nous dit
qu’on peut supposer sans perte de généralité que p divise z, on a donc z = p°z2/
avec s € N* et 2/ € Z\pZ. Aussi, la proposition 2.2.30 nous dit que p = u(1 —¢)P~!
pour un certain u € Z[(]* donc

2= () = (0l = ) = (w1 = O = w1 - (e,
(3.14)

Ainsi, 'équation (3.4) peut se réécrire comme

2P 4 P + uP(1 — Op(p—l)szlp =0. (3.15)

On va alors montrer un résultat plus fort que celui de Fermat : pour tout m € N*,
il n’existe aucun «, 3,7 € Z[(]\(1 — {)Z[(] tels que I'équation suivante admette
une solution

AP + P+ (1 — ()PP = 0, ¢ € Z[C]*. (3.16)

Supposons qu’on ait une solution, alors le lemme 3.0.1 nous donne

p—1

[T+ ¢*B) = —(1 =)™y, (3.17)

k=0



ce qui induit une égalité en termes d’idéaux

p—1

[T+ ¢*B)Z[¢) = (1 = ¢)PZ[¢] - P ZIC). (3.18)

k=0

On va d’abord montrer que m > 2. Supposons par 'absurde que m = 1. Puisque
1 — ( est premier d’apres la proposition 2.1.33, I’égalité (3.17) nous dit que 1 — ¢
divise I'un des o+ ¢*3, or, a + (¥ = a+ B modulo 1 — ¢ pour tout k € [0,p — 1],
donc 1—¢ divise tous les a+¢*3. Puisque m = 1 et que v ¢ (1—¢)Z[¢], 1 —¢ divise
chaque o+ ¢*3 exactement une fois, c’est-a-dire que (1 —¢)? ne divise pas o+ ¢*f.
Cela peut se réécrire comme a+¢*3 # 0 modulo (1—¢)?. Maintenant, on sait grace
a la preuve de la proposition 2.2.19 que |(1 — ¢)Z[¢]/(1 — ¢)*Z[¢]| = p, il y a donc
exactement p multiples de 1 — ¢ modulo (1 — ¢)? et donc p — 1 multiples non nuls
modulo (1—¢)?. Tl suit du principes des tiroirs qu’il existe k, &' € [1,p— 1] tels que
a+C*B = a+¢¥ B modulo (1—¢)2 On trouve alors (1—¢¥%)g = ¢*3—(¢¥p =0
modulo (1 —¢)2. D’aprés la proposition 2.1.38, 1 — ¢** est associé & 1 — ¢ et donc
(1 —¢)B =0 modulo (1 —¢)? Tl en suit que 8 = 0 modulo 1 — (, c’est-a-dire que
1 — ¢ divise (8, ce qui contredit I’hypothese. On en déduit que m > 2 et donc il
existe k € [1,p—1] tel que (1—¢)? divise a+¢*3. De plus, notre dernier argument
nous dit que ce k est unique.

Quitte & remplacer dans notre équation (3.16) 3 par ¢*3, on peut supposer que
k = 0. Si on pose I = oZ[(] + BZ[(], on a que I et (1 — ¢)Z[(] sont relativement
premiers car « ¢ (1—()Z[(] et (1—¢)Z[(] est maximal d’apres la proposition 2.1.33.
Ainsi, puisque (1 —¢)Z[(] et I divisent (a+ ¢*B)Z[(] pour tout k € [0, p— 1] alors
(1 = ()1 en est aussi un diviseur par la proposition 2.2.11. En particulier, il existe
Sk < Z[C] tel que (1 —¢)ISk = (a + ¢*B)Z[¢] pour tout k € [1,p — 1]. Ainsi,

(- TT S = Tl + C9)2(0) 3.9

et les S, divisent (((1 —¢)™y)Z[(])? d’apres (3.18). D’apres le théoréme 2.2.11, et
que 1 — ¢ ne divise qu'une seul fois o + ¢*3 pour k € [1,p — 1], on obtient qu’il
existe des idéaux Jj, non divisibles par (1 — {)Z[(] pour tout k € [0, p — 1] tels que
(o + B)ZIC] = JgI(1 = =Y (3.20)

et (a4 C*B)Z[C] = JPI(1 — ¢)Z[¢] pour tout k € [1,p — 1]. (3.21)

En divisant, on obtient I’équation d’idéaux fractionnaires suivante

a+ "B
a+p

Z(() = LIy (3.22)

1
(1= oy 2k

En multipliant par I'idéal fractionnaire (1 — ¢)P™~VZ[(], on obtient que J£J;* =
(JeJo1)P est un idéal fractionnaire principal. Par le lemme 3.0.5, on a que J;J; !

83



84

est lui méme principal, il existe donc 1, € Q(¢)* tel que JpJ; ' = nxZ[¢]. En outre,
il existe e € Z|[(] tel que I'équation (3.22) d’idéaux fractionnaires donne 1'équation
suivante

a+ ¢ p Exh
= ) 3.23
a+f (1 = ¢)plm=1) ( )
Remarquons maintenant qu’on a 1’équation
Cla+¢"'B) + (a+¢B) — (L+()(a+8) =0. (3.24)
En divisant cette équation par « + /3, on obtient grace a (3.23)
p—1 1
a+f a+f a+
(Ep-17p—1 SV _
(1= Cyplm) + (1= C)pmD —(14+¢)=0 (3.26)
= (epatfy e — (L+ O - P = 0. (3.27)

Ensuite, on a n, = Z—,;“ avec al, by, € Z[C]*, qui a la particularité que 1 — ¢ divise
k
autant de fois aj, que bj. En effet, on a JyJy' = miZ[¢] = a}Z[¢]7-Z[¢] qui nous
ke

donne I'équation d’idéaux entiers byJ, = ajJy. Si 1 — ¢ divise aj, alors b,J, =
apJo C a,Z[¢] C (1 — ¢)Z[(], mais puisque Ji ¢ (1 — ¢)Z[(], on a bien b, Z[(] C
(1—¢)Z[¢] par la proposition 2.2.4. Quitte a simplifier a}, et bj, par 1 —(, on trouve

Nk = %, et on peut répéter 'argument afin de bien trouver que 1 — ¢ divise
=

autant de fois aj que bj,. On peut alors simplifier completement la fraction des

1 — ¢ pour obtenir n, = ‘;—: avec 1 — ¢ qui ne divise pas agby. Ainsi, en multipliant
YN
(3.27) par bgal:’:ll, on obtient
3 1+¢ e
(ap_1by )P + ——(a1bp_1)” — (1 = )P D (byb,_1)? = 0. (3.28)
CEP,1 Cgpfl

Considérons cette équation modulo pZ[(], par la proposition 2.2.30, p divise (1—()?.
On a donc (a,_1b1)P + o (a1b,-1)? = 0 modulo pZ[¢]. Puisque a1b,_; est premier
avec 1 — (, il suit de la proposition 2.2.30 que a;1b,_; est inversible modulo pZ[(].
Soit ¢ € Z[(] tel que caib,_1 = 1 modulo pZ[(], alors ¢?(a;b,—1)? = 1 modulo pZ|[(]

et donc

€1

Cgp—l

= —(ap_1b1¢)? modulo pZ[(]. (3.29)



D’apres le lemme 3.0.3, il existe un entier rationnel qui est congru a —(a,_1b1¢)? mo-

dulo pZ[¢]. En particulier, Cfl - est aussi congru a un entier rationnel, et puisqu’il
.

est inversible, le second lemme de Kummer 3.0.10 nous dit qu’il existe w € Z[(]*

tel que ;=— = w”. Finalement, on peut réécrire (3.28) comme
o

14+¢
Cep-1

mais a,_1b1, wab,—1 et bib,_1 ne sont pas divisibles par 1 — ¢ car ay, ap—_1,b1,b,—1
sont premiers avec 1 — ( et w est inversible. Aussi, la proposition 2.1.38 nous dit
que 1+ ¢ est inversible, et donc —Cipi_cl I'est aussi. En conclusion, ’équation (3.30)
est une équation du type (3.16) mais ou I'on a remplacé m par m — 1, or, m > 2

implique m — 1 > 1, on a donc une contradiction par descente.

(ap-1b1)" + (waibp—1)” — (1= QP D (biby-1)? = 0, (3.30)

[]

Corollaire 3.0.13. Soit n € N\{0, 1,2}, si un nombre premier réqulier divise n, alors
l’équation diophantienne ™ + y" = 2™ n’admet aucune solution non triviale.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu’il existe une solution non triviale (a, b, ).
Soit p un nombre premier régulier qui divise n, il existe donc m € N* tel que pm = n.
On obtient alors

24yt =" = P P = 2P = (TP + (Y = (M),

ce qui contredit le théoreme de Fermat—Kummer 3.0.12. O
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Chapitre 4

Probléeme de conjugaison dans M (Z)

Pour un entier algébrique «, on a que Z[a] est un ordre de Q(ar). On a donc maintenant
les outils pour attaquer le théoreme de Latimer—MacDuffee.

Proposition 4.0.1. Soit P € Z[X] un polynome unitaire irréductible de degré n > 1 et
« une racine de ce polynome. Soit M € M, (Z) ayant P pour polyndme caractéristique,
le Q-espace vectoriel Q™ peut étre étendu en une structure de Q(«)-espace vectoriel ot le
produit scalaire par o est donné par oc-v = Mv pour tout v € Q™. De plus, sa dimension
vaut 1.

Démonstration. Le fait que ce produit scalaire est bien défini suit du théoreme de Cayley-
Hamilton.

Pour montrer que la dimension de cette espace vectoriel vaut 1, on utilise la formule des
dimensions

n = dimg(Q") = dimg(e)(Q") x dimg(Q(a)) = dimg)(Q") x n = dimg()(Q") = 1.

]

Théoréme 4.0.2 (Latimer-MacDuffee). Soit P € Z[X]| un polynome unitaire irréduc-
tible de degré m > 1, il existe une bijection entre les classes de similitudes de matrices
n X n entieres ayant P comme polynome caractéristique et les classes d’idéauz fraction-
naires de Z[a] ot « est une racine de P.

Démonstration. Soit I un idéal fractionnaire de Z[a], on a que my : [ — I 1 v — ax
est un endomorphisme de Z-modules. Si on choisit une Z-base de I, on obtient une
matrice M € M,,(Z) représentant m,. Ainsi, indépendamment du choix d’une Z-base,
on peut associer a [ la classe de similitude de M. Puisque le polynome caractéristique
d’une matrice est un invariant de similitude, on doit uniquement vérifier que P est le
polynéme caractéristique de M. On a que P(M) = 0pq si et seulement si P(m,) = 0,
mais P(ma) = mp(a) = mo = 0. Enfin, nous avons que si I ~ J, c’est-a-dire que J = yI
pour y € Q(a)*, alors notre processus associe a J la méme classe de similitude qu’a I.
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En effet, remarquons que si (ey, ..., €,) est une Z-base de I ou M représente my, : [ — I,
alors M représente m!, : J — J : x — ax dans la Z-base (yey, ...,ye,) de J. On obtient
donc une fonction €2 bien définie, des classes d’idéaux fractionnaires de Z[«a] aux classes
de similitudes de M,,(Z) ayant P comme polyndme caractéristique. Montrons alors que
Q) est une bijection.
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e Injectivité : soit I, J deux idéaux fractionnaires de Z[a] ayant M et M’ comme

matrices représentant respectivement m, : I — I et m,, : J — J dans certaines
Z-bases A et B, et supposons que M et M’ sont semblables. On doit montrer que I
et J sont dans la méme classe d’équivalence. Soient e; : [ — Z" et e; : J — Z" les
isomorphismes de Z-modules envoyant respectivement A et B sur la base canonique
de Z". Le fait que M et M’ représentent respectivement m,, et m/, dans A et B se
traduit par les diagrammes commutatifs de Z-modules suivants :

Iz J — 7
]
I —— 7" J —— L

La similitude de M et M’ nous dit qu’il existe B € GL,(Z) telle que M'B = BM,
ce qui se traduit par le diagramme commutatif suivant :

zn - zr

W

Z”TZ"

En combinant ces 3 diagrammes, on obtient le diagramme commutatif

J—L,gn B gn 5 g

S P

I 7" 7z J

er B '71

On trouve alors en haut et en bas de ce diagramme un isomorphisme I — J de
Z-modules, qui commute avec la multiplication par «, c¢’est donc un isomorphisme
de Z[a]-modules, ils sont donc équivalents par la proposition 2.4.5.

Surjectivité : Soit M € M,,(Z) tel que P(M) = 0, on cherche un idéal fractionnaire
I de Z[a] et une Z-base de I dans laquelle M représente ’endomorphisme m,, :
I — I. D’apres la proposition 4.0.1, Q™ peut étre muni d’une structure de Q(«)-
espace vectoriel ou le produit scalaire par o est défini comme o - v = Mwv pour
tout v € Q". Ainsi, si v € Z", on a que - v € Z" car M € M, (Z). Il en suit
d’une part que Z" est un Z[aJ-sous-module du Z[a]-module Q™ de rang n. D’autre



part, le fait que - v = Mwv pour tout v € Z" veut dire que 'endomorphisme
Mg : 2" — 7" est représenté par M dans la base canonique. Ensuite, remarquons
que pour v € Q™ un vecteur non nul, 'application g, : Q(a) — Q™ : B+ - v est
Q(a)-linéaire, mais puisque dimg()(Q") = 1, on a que g, est un isomorphisme car
v est un vecteur non nul. On définit alors I := ¢, '(Z") pour v un vecteur non nul
fixé. C’est un Z[a]-sous-module de Q(«v) de rang n car Z™ est un Z[a|-sous-module
du Z[a]-module Q™ de rang n, c’est donc un idéal fractionnaire de Z[a]| d’apres
la proposition 2.3.2. Notons que la classe d’idéaux fractionnnaires ainsi définie ne
dépend pas du choix de v. En effet, pour w € Q™ un autre vecteur non nul, puisque
Q" est un Q(«a)-espace vectoriel de dimension 1, il y a donc un automorphisme
qui envoie w sur v et il est de la forme u +— y - u pour un certain y € Q(«). Ainsi,
w =1y -v et donc g,;'(Z") = xI. Finalement, puisque M représente m, : Z" — Z"
dans la base canonique {ey,...,e,}, on a que M représente aussi m, : I — I dans
la Z-base {g, '(e1), ..., 9, (en)}, ce qui conclut.

]

Exemple 4.0.3. e [l n’y a qu'une seule classe de conjugaison de matrices enticres
ayant pour polynome caractéristique X2 —3 d’apres le premiére exemple de 2.3.37.

e D’apres le troisieme exemple de 2.3.37, on I’égalité suivante
Pic(Z]v =5]) = {[Z[v 5], RZ[V=5] + (1 + V=5)Z[v =5]]}-

Donc d’apres le théoreme de Latimer—-MacDuffee, il y a 2 classes de similitudes de
matrices 2 x 2 ayant X2 + 5 comme polyndme caractéristique. Pour trouver des
représentants de ces classes, il faut regarder comment la multiplication par /—5

agit sur les bases des idéaux fractionnaires Z[v/—5] et 2Z[v/—5]+(14++/—5)Z[\/—5].
Pour Z[v/—5), ona v/=5 x 1 = 0x 1+ 1 x v/=5 et /=5y/—5 = —5 = —5 x 1 +

0 x v/—5. La matrice correspondante est alors donnée par
0 =5
1 0)°
Maintenant pour 2Z[v/—5] + (1 + V—5)Z[\/—5], on a /=5 x 2 = -1 x 2+ 2 X

(1++/=5) et vV/=5(1++/=5) = —5++/-5=—-3x2+1x (1++/=5). La matrice

correspondante est alors donnée par

-1 =3

2 1)
Ensuite, si on a par exemple la matrice

5%
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qui a aussi X2+ 5 comme polyndme caractéristique, on peut savoir a quelle classe
de similitude elle appartient grace a la preuve de la surjectivité dans 4.0.2. En
considérant Q* comme un Q(y/—5)-espace vectoriel comme dans la preuve, on
obtient

e ()5 (4 D)-C)-6 )

On cherche alors g, *(Z?) ou v = <(1)) On a

T O

2 2
(o )= () 1eves)
0 —3 —3

L’idéal fractionnaire correspondant a notre matrice a donc pour Z-base (1, %)
On remarque en multipliant par 3, que cette idéal fractionnaire est équivalent &
I'idéal entier 3Z[v/—=5] + (2 — v/=5)Z[v/=5]. On a que 3 ¢ (2 — v/—5)Z[/—5| donc
3Z[\/=5] + (2 — v/=5)Z[/—5] est un diviseur non trivial de 3Z[y/—5]. D’aprés le
théoreme de Dedekind—Kummer 2.2.28, on a que 3 est totalement décomposé car
X245=X?—1=(X—-1)(X+1) [3]. On a donc que 3Z[v/=5]+ (2 —+/=5)Z[/=5]
est un idéal premier au-dessus de 3 et est donc ici de norme 3. Cet idéal n’est pas
principal car I'’équation diophantienne a? +5b% = +3 n’admet pas de solutions. On

en conclut que
2 3
-3 -2

)

D’apres 'exemple fournit par 2.4.39, on a deux classes de conjugaison de matrices
entiéres ayant pour polyndme caractéristique X? — 13. Comme précédemment, la
matrice correspondant & 'idéal fractionnaire Z[v/13] via le théoreme de Latimer—
MacDuffee 4.0.2 est la matrice compagnon de X2 + 13. Pour ce qui est de I'idéal
fractionnaire Z[H;/ﬁ], on obtient en faisant le méme processus que le point pré-
cédent (regarder ot est envoyée sa Z-base quand on multiplie par v/13) la matrice

suivante
-1 6
2 1)

est conjugué a
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