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Introduction

Les algebres de Hopf sont des algebres associatives et unitaires dotées de structures sup-
plémentaires, a savoir une comultiplication, une counité et surtout un antipode pour
pouvoir la différencier d’'une bigebre. Elles ont vu le jour dans les années 1940, sous une
premiere forme, dans les travaux des topologues (notamment ceux du mathématicien
Heinz Hopf) traitant de la cohomologie des groupes de Lie compacts. Poussé par les tra-
vaux de Jean Dieudonné sur les groupes de Lie formels, Pierre Cartier arrive a donner
la premiere définition formelle de ’algebre de Hopf sous le nom d’« hyperalgebre », en
1955. Cette définition inclut le morphisme de comultiplication et en dualisant ce mor-
phisme, il obtient la multiplication d'un groupe formel. Quant a ’expression « algebre
de Hopf », elle a été inventée par Armand Borel en 1953, en hommage aux travaux
fondateurs de Heinz Hopf dans les années 1940. La définition que nous connaissons et
utilisons aujourd’hui, c’est-a-dire une bigebre munie un antipode, est apparue dans un
ouvrage de Bertram Kostant en 1966. Les algebres de Hopf sont ensuite devenues un
objet d’étude d'un point de vue uniquement algébrique et, a la fin des années 1980, la
recherche dans ce domaine a été propulsée par les liens avec la mécanique quantique no-
tamment grace aux nombreux travaux sur les groupes quantiques, qui sont des exemples
particuliers d’algebres de Hopf. De nos jours, les algebres de Hopf sont tres répandues
dans plusieurs domaines des mathématiques tels que la théorie des nombres, la théorie
de Galois, la théorie des représentations,... L’ensemble du développement de la notion
d’algebre de Hopf pour aboutir a la définition que ’on connait pour le moment, les ori-
gines, les mathématiciens et les motivations de la théorie des algebres de Hopf est tiré
de larticle [1].

Outre cette introduction, ce mémoire comporte deux chapitres. Le premier sera une
sorte d’introduction générale mettant en place des concepts de base indispensables pour
la suite. Dans cette premiere partie appelée catégories monoidales, notre attention sera
concentrée sur les deux points suivants : le contexte au sein duquel les objets mathéma-
tiques vont étre étudiés, a savoir les catégories monoidales, et les objets mathématiques
en question, c¢’est-a-dire les algebres et les cogebres. Les catégories monoidales ont été
choisies grace a leurs atouts : I'objet unité, I’associateur et le produit monoidal, qui en
font des candidats idéaux pour y observer la notion d’algebre et de cogebre. Un résul-
tat important dans la théorie des catégories monoidales, le théoreme de cohérence de
Mac Lane, a été présenté et permet la simplification des définitions d’algebre et de co-
gebre dans ce contexte. Exprimé de maniere informelle, ce résultat permet de dire que
tout diagramme composé uniquement d’associateurs et d’unités sera commutatif dans
une catégorie monoidale. En exprimant ce résultat plus précisément, toute catégorie



monoidale est monoidalement équivalente a une catégorie monoidale stricte par 'inter-
médiaire d’un foncteur monoidal. Apres avoir posé le contexte et lui avoir appliqué la
simplification mentionnée, les objets mathématiques que sont les algebres associatives et
unitaires et les cogebres coassociative et counitaire ont pu étre introduites, c’est-a-dire
les constructions de base afin d’étre en mesure de définir correctement les algebres de
Hopf. De plus, une multitude d’exemples dédiés a la catégorie des algebres ainsi que
celle des cogebres dans une catégorie monoidale ont été présentées afin d’appréhender
ces notions.

Le second chapitre est centré sur les bigebres dont les algebres de Hopf sont des exemples
particuliers. L'une des étapes fondamentales fut de définir une structure d’algebre (co-
gebre) sur le produit monoidal de deux algebres (cogebres) et cela n’est possible que
pour les catégories monoidales dites tressées, qui possedent une structure additionnelle :
celle du morphisme de tressage. Il est intéressant de noter que les catégories monoi-
dales tressées, définies a la Section 2.1, sont a la base de nombreuses applications des
groupes quantiques, notamment en topologie de basse dimension et en théorie des champs
conformes. Par 'intermédiaire de ce morphisme de tressage, les bigebres dans des ca-
tégories monoidales tressées ont pu étre étudiées et leurs relations a différents niveaux
sont examinées dans la Section 2.2. Quant a la troisieme section de ce chapitre, elle per-
mettra de mettre en lumiere la correspondance existant entre les structures de bigebres
(B, ug,ns, Ag,np) sur I'algebre (B, up,np) et les structures monoidales sur la catégorie
des modules Modg. En ce qui concerne le derniere section, les algebres de Hopf dans
les catégories monoidales tressées ont été présentées avec une série d’exemples afin de se
familiariser avec cette notion répandue dans de multiples branches des mathématiques.
Finalement, en utilisant cette derniére notion et en développant certains résultats, la

catégorie Hopfe des algebres de Hopf dans une catégorie monoidale tressée C a pu étre
définie.

Ce mémoire est destiné a étre lisible par tout étudiant en master en sciences mathéma-
tiques. Les seuls prérequis sont des notions de base en théorie des catégories (catégories,
foncteurs, transformations naturelles,...) qui peuvent également étre retrouvées en an-
nexe, dans la section 2.0.1.
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Chapitre 1

Catégories monoidales

Dans un premier temps, nous allons spécifier le genre d’environnements dans lesquels
nous découvrirons des objets mathématiques dont nous avons I’habitude de croiser le
chemin. Ces environnements se nomment les catégories monoidales. Un modele typique
d’une catégorie monoidale a avoir a ’esprit est celui des espaces vectoriels avec le produit
tensoriel.

La seconde section présente le premier résultat important de la théorie des catégories mo-
noidales, c¢’est-a-dire que toute catégorie monoidale est monoidalement équivalente a une
catégorie monoidale stricte par I'intermédiaire d’un foncteur monoidal.

La derniere section de ce chapitre introducteur a pour but de poser les bases de ’étude des
algebres et des cogebres dans le contexte des catégories monoidales. Pour des explications
plus détaillées sur ces notions, le lecteur est invité a consulter le livre de Mac Lane [7],
I'ouvrage de Dascalescu, Nastasescu et Raianu [4] ou encore I'article de Street [11] sur
lesquels ce chapitre est basé.
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1.1 Catégories monoidales

La catégorie des espaces vectoriels sur un corps K, ou les objets sont des espaces vec-
toriels et les morphismes sont des applications K-linéaires, est notée Vecty. Pour toute
paire d’espaces vectoriels V,W € Vectk, il est possible de former 'espace vectoriel
V @k W et d’observer une application bilinéaire f : VxW — Vg W, (v,w) = vQ@gw
ayant la propriété universelle : pour tout espace vectoriel Z et pour toute application
bilinéaire h : V x W — Z, il existe une unique application linéaire h : V@x W — Z telle
que h = ho f. L’espace V &y W est le produit tensoriel de V et W,

L’application V- x W — V @ W détermine un foncteur
R Vecty x Vecty — Vecty.

Pour toute paire d’applications K-linéaire ¢ : V. — V' ¢ : W — W' il existe une unique
application linéaire p Qg 1 : V Qg W — V' @ W’ telle que

(¢ @k V) (v @K w) = p(v) DK Y(w).

Pour tout triplet d’espaces vectoriels U, V,W € Vectg, on observe un isomorphisme
canonique
avyw UQxg (Vg W) = (UegV) @k W,

tel que apyw(u @k (v @k w)) = (u @k v) @k w pour tout u € U, v € V et w €
w.

Dans cette catégorie Vecty, on observe un objet particulier : le corps K avec le mor-
phisme a gauche i et le morphisme a droite rg, définis par

g : KV — V rk - VK — V
kv +— ko, VR k — kv

De plus, on note que ces morphismes a gauche [ et a droite rx sont des isomor-
phismes.

En général, étant donnée C une catégorie, la catégorie C x C posseéde comme objets des
paires d’objets (X,Y) ou X,Y € C, et comme morphismes des paires de morphismes
(f,g)ou f: X — X' et g:Y — Y’ sont des morphismes dans C.

L’¢lément principal d’une catégorie monoidale est le concept de produit ®, donné par
un foncteur ® : C x C — C et qui possede la propriété d’associativité. Celle-ci n’est pas
toujours la simple égalité (X @ Y)® Z = X ® (Y ® Z). Dans le cas du produit tensoriel
d’espaces vectoriels, nous observons plutot un isomophisme naturel (X ®k Y) ® Z ~
Xk (Y ®k Z2).
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Le foncteur ® engendre deux foncteurs allant de C x C x C vers C,

(—®—-)®— : CxCxC — C
(X,Y,Z) = (X®Y)oZ,

—®@(—®-) : CxCxC — C
(X,Y.Z) — X o)

et l'associativité pour ® est définie comme un isomorphisme naturel de foncteurs
a:(—®-)——=>—-—Q(—®—),

appelé 'associateur. Ce dernier doit satisfaire la condition de commutativité du penta-
gone de Mac Lane, c¢’est-a-dire que le diagramme suivant commute

WeX)e(Y®Z)

AWQX,Y,Z AW, X,Y®Z

(WeX)®Y)®Z WXl o)
aw,x,y®Idz ldw®ax v,z

WeXeY)) ez

WR(XeY)® 2)
(1.1)

AW, XQY,Z

Le triplet (C,®, a), ou a est un associateur satisfaisant le pentagone de Mac Lane (1.1),
est appelé une catégorie semi-groupe.

Pour obtenir une catégorie monoidale, il suffit d’ajouter une unité a la catégorie semi-
groupe. Dans C = (C, ®, a), une unité est un triplet (,[,r) constitué d’un objet I dans
C et deux isomorphismes naturels

1@ (=)= Ide  r:(=)®I— Ide,

appelés contraintes d’unité a gauche et a droite, tels que

(XY LY X®(I®Y)
(1.2)
XeY
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pour tout objet X et Y. Dans la suite, 'objet unité sera noté I au lieu de (I,1,r) pour
plus de simplicité.

L’exemple de la catégorie des espaces vectoriels avec le produit tensoriel usuel nous a
permis de découvrir I’ensemble des ingrédients qui définissent une catégorie monoidale,
a savoir un produit monoidal, un associateur et un objet unité avec un isomorphisme a
gauche et a droite.

Par conséquent, une catégorie monoidale est définie comme suit :

Définition 1.1. Une catégorie monoidale est une catégorie C équipée
— d’un bifoncteur
®:CxC—C
appelé le produit tensoriel,
— d’un objet I € C appelé I’objet unité,

— d’un isomorphisme naturel
@ (-8-)@-—-®(-8-)

appelé 1'associateur,

— de deux isomorphismes naturels
L:I®(=)—=1de et r:(—)®I—Ide

appelés I'unité a gauche et a droite.

tels que les diagrammes (1.1) et (1.2) commutent. La catégorie monoidale est dite stricte
si I’associateur, I'unité a gauche ainsi que I'unité a droite sont des identités.

Remarque 1.2. Un bifoncteur est un foncteur dont le domaine est un produit de deux
catégories. Par exemple, Hom(—, —) : C°? x C — Set est un bifoncteur.

Maintenant que le concept de catégorie monoidale est défini, de nombreux exemples vont
étre examinés pour mieux assimiler cet objet mathématique.

De maniere générale, si C est une catégorie possédant les produits finis, soit le foncteur
X : C x C — C qui envoie (X,Y) vers le produit X x Y, et soit I un objet terminal
qui est le produit d’une famille vide. Alors, (C, X, I) est une catégorie monoidale et est
généralement appelée catégorie cartésienne.

Exemple 1.3. La catégorie des ensembles Set est une catégorie monoidale, ou le produit
tensoriel correspond au produit cartésien, noté x, l'objet terminal est un singleton {*}
et lg ainsi que rg sont données trivialement, pour tout S € Set, par les bijections

ls « {¥} xS — S e r¢ : Sx{x} — S
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On remarque qu’une catégorie peut avoir plusieurs structures de catégorie monoidale,
comme c’est le cas avec la catégorie des espaces vectoriels.

Exemple 1.4. La catégorie Vectx des espaces vectoriels possede une autre structure
monoidale que celle présentée dans l'introduction du chapitre. Cette fois-ci au lieu de
considérer le produit tensoriel usuel, nous allons prendre le bifoncteur x : Vectyx X
Vecty — Vecti qui envoie une paire d’espaces vectoriels (V, W) vers la somme directe
VxW.

Dans cette structure-ci, ’associateur est donné par 1'isomorphisme canonique suivant

ayvw (UXV)XW — UX(VXW)
((w,v),w) = (u,(v,w))

et I'objet unité est le vecteur trivial 15 avec les morphismes

ly + KxV =V ry : VXK — V
(1g,v) — v (v,1x) — .

Cette seconde structure monoidale sur Vectx provient de la définition catégorique du
produit.

Exemple 1.5. Soit G un groupe, K un corps commutatif et V' un espace vectoriel sur
K. Une représentation K-linéaire de GG est un espace vectoriel avec un morphisme
de groupes p de G vers GL(V), le groupe linéaire des opérateurs inversibles dans V. Un
morphisme de représentations de G d’une représentation (V, py) vers une représenta-
tion (W, pw) est une application K-linéaire f : V- — W telle que f(py(9)v) = pw(g)f(v)
pour tout v € V et g € G.

Soit G un groupe, K un corps commutatif et Repg i la catégorie des représentations K-
linéaires. Si V' et W sont des représentations, alors V ®x W est aussi une représentation
avec un morphisme G — GL(V®x W) défini par g-(v@xw) = (¢-v)®k (g-w). Le produit
tensoriel de morphismes de représentations est aussi un morphisme de représentations.

Si U est une autre représentation, alors I'isomorphisme canonique de Vectg

ayvw - (U@KV) ®KW — U®K (V®KW)
(URKV)Rrw — URg (Vg w)

est également un isomorphisme de représentations, qui est naturel par rapport a U, V, W
et satisfait 1'identité du pentagone (vu qu’elle est satisfaite dans le cas Vecty).

L’objet unité de cette catégorie est la représentation triviale, ¢’est-a-dire le corps K avec
le morphisme G ®x K — K ou g.1x = 1k, Vg € G. De plus, les contraintes d'unité
ly : K®gV = Vetry:V®r K—V sont identiques a celles des espaces vectoriels.
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De maniere analogue aux catégories cartésiennes, si C est une catégorie avec des co-
produits finis, alors si [[ dénote le coproduit et I est I'objet initial qui est le coproduit
d’une famille vide, alors (C,[I, ) est une catégorie monoidale et est appelé catégorie
cocartésienne.

1.2 Catégories monoidales strictes

1.2.1 Foncteurs monoidaux

Définition 1.6. Soit C = (C
foncteur monoidal F' = (
mation naturelle ¢ : F(—) X
D tels que

,®,1c) et D = (D,K, Ip) deux catégories monoidales. Un
F, ¢, ¢') consiste en un foncteur ' : C — D, une transfor-
F(-) = F(— ® —) et un morphisme ¢’ : Ip — F(I¢) dans

aP
F(X),F(Y),F(2)

(F(X)RF(Y)) R F(Z)

F(X)R(F(Y)B F(Z))

dx,vy®Idp(z) Idpx\®dy,z
(FIX®Y)XF(Z) FIX)X(F(Y®Z))
dxQY,Z PX,Y®Z
F(X®Y)®Z) Z FX® (Y ®Z)
F(ax,y,z)
et
l r
Ip X F(X) o F(X) F(X)X Ip o F(X)
¢I®1dF(x)l TF(ZX) IdF(x)&ﬁIl TF(TX)
F(IC)&F(X)?F(IC(X)X) F(X)&F([C)¢—>F(X®[C)
Io, X X, 1o

commutent pour tout objet X,Y,Z € C. De plus, la composition de deux foncteurs
monoidaux reste un foncteur monoidal.

Définition 1.7. Un foncteur monoidal F' = (F, ¢, ¢') est fort lorsque la transformation
naturelle ¢ et le morphisme ¢’ sont des isomorphismes. De plus, le foncteur monoidal
F est dit strict si ¢ ainsi que ¢! sont I'identité.
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Exemple 1.8. Le foncteur d’oubli U : (Ab, ®z,Z) — (Set, x,{*}), qui va de la catégorie
des groupes abéliens vers la catégorie des ensembles, est un foncteur monoidal. Celui-
ci est déterminé par la transformation naturelle ¢4 5 : U(A) x U(B) — U(A ®z B),
(a,b) — U(a ®z b) ainsi que le morphisme ¢’ : {x} — U(Z).

Exemple 1.9. Soit G un groupe, K un corps commutatif et Repg i la catégorie des
représentations K-linéaires de G. Le foncteur d’oubli U : Repg x — Vectg qui envoie
la représentation (V, p) vers son espace vectoriel V' est un foncteur monoidal strict.

1.2.2 Equivalence entre catégories monoidales

Dans cette section, nous allons prouver que toute catégorie monoidale est équivalente a
une catégorie monoidale stricte grace a un foncteur monoidal.

Définition 1.10. Soit deux catégories monoidales C = (C,®, I¢) et D = (D,X, Ip), et
soit (F, ¢, ¢!), (G, 1,4 deux foncteurs monoidaux de C vers D. Une transformation
monoidale naturelle o : (F, ¢, ¢') — (G, 1, 4!) est une transformation naturelle

a: F'— G telle que les diagrammes suivants commutent

In — F(Ie) FIX)RFY) —2 |, F(X®Y)
RN T o
G(le) GX)RG(Y) ——— G(X®Y)

pour toute paire d’objets (X,Y’) dans la catégorie C x C.

Un isomorphisme monoidal naturel est une transformation monoidale naturelle qui
est également un isomorphisme.

Définition 1.11. Une équivalence monoidale entre deux catégories monoidales C et
D est un foncteur monoidal F': C — D tel qu’il existe un foncteur monoidal G : D — C
et deux isomorphismes monoidaux naturels n: Idp — F'G et 0 : GF — Idg.

Notre objectif étant de mettre en évidence que toute catégorie monoidale est équivalente
a une catégorie monoidale stricte, afin de 'atteindre, nous allons construire une catégorie
monoidale stricte S a partir d’une catégorie monoidale M = (M, ®, a, I).

Les objets de la catégorie S seront des séquences finies (Xi,..., X;) d’objets de M
dont la séquence vide ) (qui jouera le role d'unité de la catégorie). Soit (R,*,0), ou R
est la classe de toutes ces séquences et * 'opération de concaténation de séquences.
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Soit deux séquences non vides (Xi,...,Xy) et (Y1,...,Y]), l'opération % est définie
par
(X1, X))« Y, Y) = (Xq, .., X, Y1, ..., Y)).

De plus, la séquence vide joue le role du neutre pour cette opération R« () = R = )« R,
VR € R. Le produit est associatif (R; x Ry) * R3 = Ry * (Re x R3), YRy, Ry, R3 €
R.

Apres avoir défini les objets de la catégorie S comme étant les éléments de la classe
R, les morphismes entre ces objets seront définis a 'aide de la fonction F' qui va de
la classe R vers la classe des objets de M. Cette fonction assigne a chaque séquence
R = (Xl,XQ, ce ,Xk) d’objets de M 1’objet ( .. ((Xl X XQ) X Xg) X .. ) (%9 Xk La
fonction F' est définie de maniére récursive comme suit

F0)=1, F(X])=X, F(R+[X])=FQR) ®X, (1.3)

ou la notation [X] signifie qu’il s’agit d’une séquence composée d’un seul élément,
X.

Etant donné deux séquences R; et Ry d’objets de M, 'ensemble des morphismes S (R1, Ry)
est défini comme 'ensemble M(F(R;), F'(Ry)). Cela signifie qu'un morphisme de S est
donné par un morphisme de M.

La concaténation des séquences induit une structure monoidale sur la catégorie S. Celle-
ci est déja définie pour les objets, et en ce qui concerne les morphismes, le produit
tensoriel s’obtient grace a la transformation naturelle

¢ F(=)QF(—) = F(—*—)

qui garde les éléments inchangés des séquences et déplace seulement toutes leurs paren-
theses vers la gauche. Analysons ce que cela signifie a travers un exemple :

Soit deux séquences X = (Xi,...,Xg) et Y = (Y1,...,Y)). Alors, la transformation
dyy : F(X)® F(Y) — F(X %Y) prend I'élément

(. (Xi®Xy)®... )X @[(..("heY)®...)®Y]
et le renvoie en déportant toutes les parentheses vers la gauche

(. (XN®X)®...)@Xp) @) @Y,)®...) @Y.

A présent, en utilisant le produit tensoriel de la catégorie M, le produit tensoriel entre
deux morphismes f : S — T et g : U — V dans S peut étre défini par

fxg=orv(f®g)dsy.
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Ce produit fxg: (S1,...,5 U,....,U) — (T1,..., T, Vi,...,V,) est explicité par le
diagramme suivant

(- (519 8)®...)@S)QU)QU)®...) U]

Ssv

(.. (S1®8)®@...) @S] @[(.. (U1 Us) @...) U |
f®g ;f*g
(9T ®..)T@...(ieV)®...)®V,] |
oT,v

(Mo e.. )eT)eWee.. eV «

A présent, puisque les morphismes de la catégorie S et leur concaténation ont bien été
définis, on observe que le produit est associatif (fxg)xh = f*(gxh) pour tout morphisme
f,g,h dans S.

Comme M est une catégorie monoidale, il s’ensuit que S l'est également. De plus, la
proposition suivante montre que la catégorie S, construite via M, est une catégorie
monoidale stricte.

Proposition 1.12. La catégorie S est une catégorie monoidale stricte.

Démonstration. En premier lieu, I'associateur a est simplement I'identité par définition
de celui-ci dans S : VR, S, T € S, on observe

(R*xS)*T =R*(S«T).

Ensuite, puisque I'unité I dans la catégorie S est le vide (), il est clair que VR € S, on a
Rx0 = R et ) x R = R. Par conséquent, 'unité & gauche et & droite sont les identités.
En conclusion, la catégorie monoidale S est stricte. O]

Pour mettre en lumiere I’équivalence monoidale entre la catégorie monoidale M et la
catégorie monoidale stricte S, nous allons montrer que le foncteur F' = (F, ¢, ¢') : S —
M, ou la transformation naturelle est donnée par ¢ : F(—) @ F(—) — F(—x —) et
le morphisme par ¢! = Id; : I — F() = I, est un foncteur monoidal. On rappelle
que le foncteur F' : & — M est défini sur les objets comme au point (1.3) et par la
définition des morphismes dans S, le foncteur F' sur les morphismes est simplement
Iidentité.

Lemme 1.13. Soit R, R',R" des objets de M. Alors, les diagrammes suivants com-
mutent avec la transformation ¢ : F(—) @ F(—=) — F(— % —) et le morphisme ¢! : [ —

£ ()
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@F(R),F(R"),F(R")

(F(R)® F(R)) ® F(R") F(R)® (F(R')® F(R"))

(f)R,R/ ®F(R”) F(R)®¢R’,R”
(F(RxR)) ® F(R") F(R)® (F(R'  R"))

¢R*R’,R” ¢R,R’*R”

F(R+ R« R") F(R*R xR

et
I ® F(R) F(R)®I

¢I®IdF(R)J W y lIdF(R)®¢I

F0)® F(R) o F(R) F(R) v F(R)® F(0)

Ce lemme est trivial, car il s’agit simplement de déplacements de parentheses et de
I'utilisation de la définition de ¢.

Proposition 1.14. Le foncteur F : S — M est un foncteur monoidal.

Démonstration. Comme garanti par le Lemme 1.13, le foncteur F' : & — M est un
foncteur monoidal. O

L’objectif, qui était de montrer ’équivalence entre une catégorie monoidale et une ca-
tégorie monoidale stricte, va pouvoir étre réalisé. Ce résultat a été montré par Mac
Lane [7].

Théoréeme 1.15. Soit la catégorie monoidale M et la catégorie monoidale stricte S. Le
foncteur F : § — M est une équivalence de catégories.

Démonstration. Afin de montrer que F' est une équivalence de catégories, il suffit de
démontrer qu’il existe un foncteur G : M — § tel que FG et GF sont naturellement
isomorphes a Idy et Ids respectivement.

Dans ce but, nous allons définir G : M — § comme un foncteur qui envoie un objet
X # I sur la séquence [X] € R, composée uniquement de I'élément X. A propos de
I'unité, on définit G(I) = ). En ce qui concerne les morphismes, le foncteur G est le
foncteur identité puisque chaque morphisme dans S est envoyé sur lui-méme dans M
comme souligné lors de la définition des morphismes dans la catégorie S. De plus, par
définition, le foncteur G est également un foncteur monoidal.
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A Taide de la définition des foncteurs F et G, il est clair que FG = Idy et GF =
Ids. Ceci définit donc une équivalence monoidale entre la catégorie monoidale M et la
catégorie monoidale stricte S. m

Remarque 1.16. En supposant que le Théoreme de cohérence de Mac Lane est vrai,
la catégorie monoidale M et la catégorie monoidale stricte S sont monoidalement équi-
valente par I'intermédiaire d’'un foncteur monoidal £ : § — M.

Etant donné une séquence d’objets X1, ..., X, dans une catégorie monoidale C, il est
possible de former un produit tensoriel X; ® --- ® X,,. Les parentheses de ce produit
peuvent étre agencées de manieres différentes, par exemple

(X1iXy)®@ (X1 @Xp)ou((..(X1i®0Xe)®...)® X,1) ® X,

En général, ces derniers ne sont pas égaux. Ce sont des objets distincts dans la catégorie
monoidale C.

Néanmoins, pour n = 3, les objets (X; ® X3) ® X3 et X7 ® (Xy ® X3) sont identifiés
par l'associateur. Par contre, lorsque n > 4, il peut y avoir deux ou plusieurs suites
d’associateurs reliant par exemple (... (X1®0X5)®...)®X, et X;®(---Q(X,,_1®0X,)...).
A priori, ces suites d’associateurs ne commutent pas. Cependant, le cas n = 4 est traité
par le pentagone de Mac Lane. Mais qu’en est-il lorsque n > 47

Ce probléeme est résolu par Mac Lane et ce fut le premier résultat important de la théo-
rie des catégories monoidales. Le théoreme de cohérence affirme que, dans une catégorie
monoidale, tout diagramme composé uniquement d’associateurs et d’'unités sera commu-
tatif. L’énoncé de ce théoreme est trivial lorsque C est une catégorie monoidale stricte.
En fin de compte, le théoréme de cohérence de Mac Lane est équivalent a dire que chaque
catégorie monoidale est monoidalement équivalente a une catégorie monoidale stricte par
I'intermédiaire d’un foncteur monoidal.

1.3 Algebres et Cogebres dans les catégories monoidales

En général, une algébre associative et unitaire dans une catégorie monoidale (C, ®, a, I)
est un triplet (A, g4, m4) constitué d’'un objet A, d’'un morphisme 4 : A® A — A et un
morphisme 14 : I — A tels que les diagrammes suivants commutent

ARA) @A —2% |, AR (AR A) —94%4 , 4o 4
a®lda | l‘“‘ (1.4)
A® A A

HA
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et

A® A

nA ®V W@M

I®A Ha AT (1.5)

A

Le morphisme p4 est appelé le produit ou la multiplication de I'algebre A, et 14 est
appelé I'unité de A.

Remarque 1.17. Grace au Théoreme 1.15, les objets (A® A) @ A et A® (A® A)
sont identifiés par 1'associateur a4 4 4, ce qui simplifie la définition d’algebre décrite plus
haut.

Définition 1.18. Soit C une catégorie monoidale. Une algeébre associative et uni-
taire est un objet A dans C équipé de deux morphismes linéaires : un morphisme de
multiplication gy : A ® A — A et un morphisme unitaire 14 : I — A qui satisfont les
conditions de compatibilité suivantes

A9 A A 4% Ao A
,UA®IdAJ lp‘A (16)
A A A

HA

et

T A f g A 91 Ao

\ g/ (1.7)

exprimant ’associativité de la multiplication et 'existence de 'unité.
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Exemple 1.19. Dans la catégorie des espaces vectoriels Vectk, les algebres sont exac-
tement les K-algebres unitaires.

Si A= (A, pua, K) est une algebre dans Vecty, alors A est un K-espace vectoriel avec la
multiplication
(a®0b)— pala®@b) =ab

qui est K-bilinéaire et associative au sens du diagramme (1.6). Si I'on définit le mor-
phisme unitaire 14 : K — A par n4(1) = 14, alors au sens du second diagramme (1.7),
on observe

lya=a=aly

pour tout a € A. Par conséquent, A est une K-algebre unitaire.

Exemple 1.20. Une algebre dans la catégorie monoidale des ensembles (Set, x, {})
n’est rien d’autre qu’un monoide, c¢’est-a-dire un ensemble muni d’une loi binaire asso-
ciative qui possede un neutre.

Les objets de la catégorie des algebres sont décrits par la Définition 1.18 et ses mor-
phismes seront définis par la définition suivante

Définition 1.21. Soit deux algebres A = (A, pua,na) et B = (B, up,np) dans une
catégorie monoidale C. Un morphisme d’algebres f : A — B est un morphisme dans
C tel que les diagrammes suivants commutent

Ao A—'% . BeB A—1 B
MAJ yB mﬂ%
A ; B I

Ces diagrammes vérifient que le morphisme f préserve la multiplication ainsi que I'unité.

Exemple 1.22. Un morphisme d’algebres dans Vectyx est exactement un morphisme
de K-algebres unitaires. Si f: A — B est un morphisme d’algebres dans Vecty, alors

fla)f(b) = ps(f @ f)la®@b) = f(pala®b)) = f(ab)

et

f(1a) = f(na(1)) = np(1) = 15.

Exemple 1.23. Un morphisme d’algebres dans la catégorie des ensembles (Set, x, {*})
est un morphisme de monoides.
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L’identité est un morphisme d’algebres et la composition de deux morphismes d’algebres
est de nouveau un morphisme d’algebre. La catégorie des algebres dans une catégorie
monoidale C se notera Alge.

L’avantage de définir le concept d’algebre associative a 'aide de diagrammes est qu’il
est simple de « dualiser » la définition. Pour ce faire, nous inversons simplement toutes
les fleches afin d’obtenir la définition d’une cogebre :

Définition 1.24. Soit C une catégorie monoidale. Une cogebre coassociative et cou-
nitaire est un objet C' dans C équipé d’un morphisme Ags : ¢ — C ® C et d'un
morphisme ec : C' — [ qui satisfont les conditions suivantes

Ac

C CxC
AcJ/ J{Ac@]dc (18)

et

ToC €% g0l o

\ LA/ (1.9)

exprimant la coassociativité de la comultiplication et I'existence de la counité.

Le morphisme Ag est appelé le coproduit ou la comultiplication de la cogebre C, et
ec est appelé la counité de C.

Remarque 1.25. 1. Une cogebre dans une catégorie C est une algebre dans la caté-
gorie opposée CP.

2. Dans toute cogebre (C, Ag, €¢), un élément g qui satisfait A(g) = g®get e(g) =1
est appelé grouplike. I’ensemble des éléments grouplike de C' est noté G(C).

3. Dans le cas de la comultiplication dans Vectg, l'introduction de la notation de
Sweedler, instaurée par Sweedler lui-méme [12], permet la simplification des for-
mules. Si C' est une K-cogebre, alors pour tout ¢ € C, la comultiplication Ag est
une somme de la forme

Ac(c) = Zcu ESTRES ch ® 3.
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Le signe de sommation sera souvent abandonné et nous écrirons simplement Aq(c) =
C1 (29 Co.

Exemple 1.26. Dans la catégorie des ensembles (Set, x, {*}), tout objet S € Set est
une cogebre avec Ag étant le morphisme diagonal et I'unité eg étant I'unique morphisme
qui envoie les éléments de la cogebre sur le singleton.

Exemple 1.27. Soit V un espace vectoriel. Considérons une K-cogebre V' munie de la
comultiplication notée par ’application linéaire

Ay : V — VegV
b — Av(b):bl(g)bg

et de la counité déterminée par I'application linéaire

ey Vo — K
v o= ey(v).

Par définition, ces applications vérifient la coassociativité et la counité, c’est-a-dire les
propriétés suivantes

Zév(bl)bg = b = Z Gv(bg)bl

et

D 01 @by @bgy =) b1y @ b1y ® by.

Alors, on peut remarquer que (V, Ay, ey) fait commuter les diagrammes (1.8) et (1.9)
et donc, présente un exemple de cogebre dans la catégorie Vecty.

Exemple 1.28. L’espace vectoriel des polynémes C[z] est un exemple de cogebre dans
la catégorie des espaces vectoriels. La comultiplication sur des éléments d’une base
{z" | n € N} est donnée par

A(C[x}(xn) — sz ® .Tn_i,

ol 2° = 1. Par exemple,
Acp(@®) =1@2°+r@r+2°®1

et il n’est pas difficile de vérifier la coassociativité sur cet exemple.
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Le premier terme est donné par

(Tdep) © Ac)) (Acm(@®) =10 (1@ +r@r+2? @) +2@ (10r+r®1)
+2°®(1®1)
=1R10°+10zR2+1®°Q1+2r01Q«x
+rRr01+2°0111

et d’autre part, on obtient

(Acp) ® Idep) (Ac(z?) =19 1)@2° + (1®@z+2® 1)@
+(ler+zr+2r*®1)®1
=1®1r"+1QrQr+2010r+102°®1
+rerel+r’elel.

Les deux résultats sont identiques apreés une réorganisation des termes. Pour ceux qui
seraient intéressés par le cas généralisé, il est exposé en Annexe, au point 2.0.2.

De plus, la counité est définie pour tout n € N par,

1 ifn=20
0 ifn#0.

E(C[x] (xn) - 571,0 -

Cette cogebre est appelée « the divided power coalgebra » notamment dans le livre [4]
de Dascalescu, Nastasescu et Raianu.

Définition 1.29. Soit deux cogebres C' = (C,A¢,ec) et D = (D, Ap,ep) dans la caté-
gorie monoidale (C,®, ). Un morphisme de cogebres f : C' — D est un morphisme
dans C qui préserve la comultiplication ainsi que la counité, c’est-a-dire un morphisme
tel que les diagrammes suivants commutent :

C ! D C

o] oo <] L

D

Similairement au cas de la catégorie des algebres Alge, I'identité ainsi que la composition
de deux morphismes de cogebres restent des morphismes de cogebres. La catégorie des
cogebres dans une catégorie monoidale C se notera CoAlge.

Exemple 1.30. Considérer C[G] l'algebre du groupe G. Les vecteurs de base sont les
éléments du groupe g € G. Un élément de C[G] sera de la forme

Za99:a191+a292+---
g
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ol a; € C sont des scalaires complexes et g; € G. Cet espace est une algebre associative et
unitaire. La multiplication sur les éléments de base est simplement le produit de groupe
(g ® gj) = gig; avec I'élément identité e € G comme unité, (1) = e. Par linéarité, ces
fonctions peuvent étre étendues a 1’espace vectoriel tout entier.

La structure de cogebre est donnée par la comultiplication A(g) = g ® g et la counité
€(g) = 1 pour tout g € G. Elles sont également étendues par linéarité a tout 'espace.

Par conséquent, I'espace C[G] est a la fois une algebre et une cogebre. Dans le chapitre
suivant, nous allons nous intéresser de plus pres a ce type d’objets mathématiques, qui
s’avere particulierement important.
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Chapitre 2

Algebres de Hopf

Dans la Section 2.2, nous allons aborder les bigebres qui vont permettre, dans la derniere
section, d’introduire les fameuses algebres de Hopf. Préalablement, I’environnement doit
étre modifié afin qu’il puisse accueillir les bigebres sans encombre, car les catégories mo-
noidales ne sont plus adaptées. Ces nouveaux environnements s’appellent les catégories
monoidales tressées et sont définis dans la Section 2.1 qui s’appuie sur le travail de Joyal
et Street [6]

Dans la section 2.3, basée sur les notes de cours de Caenepeel et Vercruysse [3], le lien
entre les structures de bigebres (B, ug,np, Ag,np) sur 'algebre (B, up,ng) et les struc-
tures monoidales sur la catégorie des modules Modpg a été exposées.

Pour des explications plus détaillées sur les bigebres, les algebres de Hopf ou les modules,
le lecteur est invité a consulter le livre de Dascalescu, Nastasescu et Raianu [4] ou
I'ouvrage de Montgomery [9] sur lesquels ce chapitre est basé.
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2.1 Catégories monoidales tressées

Comme vu dans le chapitre précédent, dans toute catégorie monoidale, il peut y avoir
des algebres et des cogebres. Il arrive méme que certains objets dans une catégorie
monoidale possedent les deux structures, c’est-a-dire qu’ils sont a la fois une algebre et
une cogebre. Dans ce chapitre-ci, nous étudierons les objets mathématiques ou les deux
structures existent de manieére a étre compatibles. Plus précisément, soit un objet B
dans une catégorie monoidale (C,®,a,I) qui est & la fois une algebre et une cogebre
dans la catégorie C. Alors, il y existe quatre morphismes pugp: BQ B — B, ng : I — B,
Ap: B — B®B et eg: B— I de telle maniere a ce que (B, ug,np) soit une algebre et
(B, Ap, ep) une cogebre. Afin de dire que ces deux structures sont compatibles, il faut
demander que la comultiplication Ap : B — B ® B et la counité e : B — I soient des
morphismes d’algebres, tandis que la multiplication up : B ® B — B ainsi que 'unité
np : I — B soient des morphismes de cogebres. L'un des objectifs est de définir une
structure d’algebre sur le produit monoidal de deux algebres ainsi qu’une structure de
cogebre sur le produit monoidal entre deux cogebres. Cela n’est possible que pour les
catégories monoidales dites tressées.

Définition 2.1. Une catégorie monoidale (C,®,a,l) est une catégorie monoidale
tressée s'il existe pour toute paire d’objets M, N € C, un isomorphisme vy, n : MQN —
N ® M, appelé tressage, tel que le diagramme

MoN —2M" . NeoM
f®gl lg@f (2.1)
MQN — s N oM

Ym'! N!

commute pour toute paire de morphismes f : M — M’ et g : N — N’. De plus, les deux
axiomes de commutativité suivants doivent étre satisfaits

MNP ™ NeoPo M MNP M poMoN
2.2
’Y]V[,N@IdPl %’YM,P Id]w@'YN,Pl /W;Id]\[ ( )

N@M®@P M®P®N

Remarque 2.2. En ce qui concerne ces deux axiomes de commutativité, Mac Lane [7]
a noté que si 'on inverse le premier diagramme, c’est-a-dire que 1’expression

YmNer = (Idy @ ymp) © (Ymuny ® Idp)
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devient

7]?41,N®P = (P)/]T/[:EN ® Idp) o (Idy ® 7]?41,P)'
Cela donne exactement le second diagramme avec y~! et en interchangeant M, N et P.
Définition 2.3. Une catégorie monoidale tressée (C, ®, a, I,7) est symétrique si vy a0

YuN = Idygn pour toute paire d’objets M, N € C. Cela revient a demander que le
diagramme suivant commute

M® N YM,N N® M
M ® N

Afin de nous familiariser avec la notion de catégorie monoidale tressée et symétrique,
voici quelques exemples :

Exemple 2.4. La catégorie monoidale (Vectx, @k, K, ) des espaces vectoriels sur un
corps K est naturellement tressée avec le morphisme de tressage ywvw : V Qg W —
W @k V défini par v(v @ w) = w @k v, v € V,w € W. Cette catégorie est symétrique.

Exemple 2.5. La catégorie monoidale (Set, x,{x},7) est tressée avec le morphisme
Txy : X XY =Y x X, donné par y(z,y) = (y,z), v € X,y € Y. Cette catégorie est
également symétrique.

Exemple 2.6. (Catégorie monoidale tressée, mais non symétrique) Une catégorie mo-
noidale peut étre tressée ou non. Ce nom n’est pas anodin! Il a été choisi di au lien
existant entre les catégories monoidales tressées et les groupes des tresses. En particulier,
il existe une catégorie monoidale tressée stricte, que 'on notera Braid. Les objets de
cette catégorie sont les nombres naturels et les morphismes sont définis par

B, stm=mn
0  sinon,

Hom(m,n) = {

ou B, est le groupe des tresses a n brins. En particulier, les morphismes de n vers n
sont donnés par les éléments du groupe des tresses a n brins.

Remarque 2.7. Le générateur o; agit sur les brins 7 et 4 1 en les croisant et en faisant
passer le brin ¢ au-dessus du brin ¢ + 1.
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Pour n > 2, le groupe de tresses a n brins B, est le groupe engendré par n — 1
générateurs oy, ...,0,_1 soumis aux relations suivantes :

0;0;4+10; = 04410;0;+1 et O',L'O'j = O'jO'i si |Z —j| Z 2,
pour tout 4,5 € [1,n — 1].
Pour n > 1 un entier, soit py, ..., p, €]—1,1[ tels que =1 < p; < -+ < p,, < 1. Une tresse
/3 & n brins est une sous-variété lisse de D?x [0, 1] & n composantes connexes ), ..., ™,

de bord 98 = |, {pi} x {0, 1}, et telle que la projection canonique D? x [0,1] — [0, 1]
envoie chaque $) sur [0, 1] par un difféomorphisme.

Pour n = 4, cela donne un diagramme, qui se lit de bas en haut, comme suit

/

/

Z

4

Afin de former une structure dite monoidale, nous allons définir le produit monoidal
® sur les objets ainsi que sur les morphismes. Sur les objets, il s’agit d’une addition
d’entiers et sur les morphismes, le produit est donné par ’'homomorphisme de groupe
By, X B,, = By, qui est décrit comme une juxtaposition de tresses.

De plus, 'associateur a ainsi que les isomorphismes a gauche [ et a droite r sont des
identités.

Pour toute paire d’objets (m,n), le morphisme de tressage est un morphisme avec comme
domaine m + n et comme codomaine n + m. Cela revient a faire passer les m brins de
gauche a droite en passant au-dessus des n brins.
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Par exemple, pour les entiers m = 3 (bleu) et n = 2 (rouge), on observe la tresse a 5

brins suivante :
/1
\
N
N
V
N

De plus, il est clair que la catégorie Braid n’est pas symétrique, car lorsqu’on compose
le morphisme n + m — m + n suivi du morphisme m + n — n + m, on obtient des brins
emmélés au lieu de simples brins verticaux.

Pour donner suite a I'introduction de la notion de morphisme de tressage yarny : MON —
N ® M, pour tout M, N € C, nous pouvons joindre le concept de commutativité et de
cocommutativité respectivement d’une algebre associative et unitaire et d’une cogebre
coassociative et counitaire.

Définition 2.8. Dans une catégorie monoidale tressée C, une algebre (A, pa,m4) est
dite commutative si le diagramme suivant commute

AR A
AR A A

A

Dans le cas des espaces vectoriels, on observe

Yaa @ ARA — AR A
a®b +— va4(a®b) =b®a,

pour tout a,b € A. Ceci équivaut a demander que pa(a,b) = pa(b,a), Ya,b € A. Donc,
on remarque que la commutativité est similaire a la commutativité habituelle.
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Définition 2.9. Dans une catégorie monoidale tressée C, une cogebre (C, A¢,€c) est
dite cocommutative si la comultiplication fait commuter le diagramme suivant :

CeC

o

C As CeC

c’est-a-dire que pour tout ¢ € C, yo.c 0 Ac(c) = Ac(c).

Exemple 2.10. Considérons a nouveau I’Exemple 1.30, celui de I'algebre du groupe G,
C|G]. Le diagramme suivant commute

ClG] ® C[G]
A@V’ &[G]T[G]
olte) — C[G] ® C[q]

Ce qui revient a dire que la cogebre C[G] est cocommutative.

Le morphisme 7 : C[G] ® C[G] — C[G] ® C[G] est défini par v(g ® h) = h ® g pour tout
g,h € C[G].

2.2 Bigebres dans les catégories monoidales tressées

Comme souligné dans le chapitre précédent, les algebres sont les monoides dans la caté-
gorie des ensembles (Set, x, {x}). Nous savons que la plupart des structures algébriques
permettent de construire de fagon simple une structure produit sur le produit cartésien
d’ensembles sous-jacents. Afin de définir cette structure dans Set, nous avons besoin du
morphisme de tressage 7 : Set x Set — Set x Set, (z,y) — (y,x) qui est fourni par la
catégorie monoidale tressée Set. Par conséquent, pour X, Y € Set, I'ensemble X x Y est
un monoide avec la multiplication (x,y)(2',y') = (zz,yy'), z,2’ € X, y,y € Y et I'unité
1 =(1,1). Cet exemple permet d’introduire le résultat suivant :
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Proposition 2.11. Soit une catégorie monoidale (stricte) tressée (C,®,a,1,v). Alors,
les deux énoncés suivants sont vETifiés :

1. Si A et B sont deux algebres dans C, alors on peut définir une structure d’algébre
sur le produit monoidal A ® B.

2. Si C et D sont des cogebres dans C, alors on peut définir une structure de cogébre
sur le produit monoidal C' ® D.

Démonstration. 1. Définissons la multiplication et I'application unité dans A ® B
comme

pags = (a @ pp)(Ida @ vpa® Idg) et Nagp =Na R Np.
Les relations suivantes vont étre utiles et sont obtenues par naturalité du tressage

YB.A(pB ® Idy) = (Ida @ pB)YBoB,A

et
Ye.ALdp ® p1a) = (ta ® Idp) VB .A0A-

L’associativité
1agB®Ida®Idp
%

ARBRA®RB®R A® B AR B®R A® B
IdA®IdB®NA®Bl lﬂA@B
ARB®R AR B A®B

HARB
est bien définie puisque le diagramme (2.3), situé a la page suivante, commute.
Dans le diagramme (2.3), nous avons volontairement omis de noter le symbole ®
pour plus de clarté. Par exemple, A ® B ® A ® B sera désigné par ABAB.

De plus, 'axiome de I'unité est également vérifié puisque le diagramme suivant

commute
PR IdA®Idz®naes ARBRA®DB
\\\\\\\\\IfﬁfﬁjdeB®WB IdA®7B‘4®IE;
o ,
AR A® B® B

HARB

A®B

L’autre partie de I'axiome est analogue. Par conséquent, (A ® B, jiagB, NasB) €St
une algebre.

2. Cette implication est duale a la premiere.
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Lemme 2.12. L’objet unité I posséde naturellement une structure d’algébre (I,pu; =
Iy =rr,m = Id;) et une structure de cogebre (I, A; =17 =r;t e; = Idy).

A présent, on peut observer que grace a la Proposition 2.11 et au Lemme 2.12, on peut
déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.13. La catégorie des algébres Alge ainsi que la catégorie des cogéebres
CoAlge sont des catégories monoidales.

Lorsqu’un objet possede a la fois une structure d’algebre et de cogebre, elles peuvent
étre compatibles entre elles.

Proposition 2.14. Soit une catégorie monoidale (stricte) tressée (C,®,a,1,7) et un
objet (B, pup,np, Ap,€eg) dans C qui est d la fois une algébre et une cogébre. Alors, les
affirmations suivantes sont équivalentes :

a) Les morphismes Ap et eg sont des morphismes d’algébres.

b) Les morphismes up et ng sont des morphismes de cogébres.

Démonstration. Considérons le diagramme

BB " . p__ % . BgB
AB®AB\L THB@NB
B®B®B®B B®B®B®B

ldp®vB,B®I1dp
Ce diagramme peut étre lu de deux manieres différentes, soit comme
Apopup = (up® pp)(ldg ® ypp ® Id)(Ap @ Ap)
= ie(Ap ® Ap)
ce qui signifie que Ap est un morphisme d’algebre, ou soit comme
Apopp=(up®@pp)ldp @ vp5 @ Idg)(Ap @ Ap)
= (1B ® uB)ABes

ce qui exprime que pp est un morphisme de cogebre.
En ce qui concerne 'unité et la counité, nous avions constaté les morphismes suivants :

1

,U,[:l[:T[, Aleflzr] et T][ZEIZICZ[,

au Lemme 2.12. Nous supposons que la catégorie monoidale est stricte. Ce qui implique
que les morphismes [; et r; peuvent étre vus comme des identités.

En observant les diagrammes suivants

35



I — 2 el BB —" B
"BJ( J(UB®773 €B®EBJ( J,EB
B——+ B®B Il ——m
Ap 1

le premier peut étre réécrit soit comme

(mp®@np)o A =Agong

ce qui prouve, par définition, que le morphisme npg respecte la comultiplication, ou soit
comme

(nB®nB) = Aponp

ce qui informe que Apg est unitaire.

De maniere duale, le second schéma peut également étre transcrit soit comme
pro(eg ®eg) =€poip
ce qui montre que le morphisme € respecte la multiplication, ou soit comme
(ep®e€p) =e€poup

ce qui indique que pp est counitaire.

Ce dernier diagramme montre que 'unité préserve la counité et inversement.

I ldr I
A%
B

]

Définition 2.15. Dans une catégorie monoidale tressée, une bigebre (B, up, 15, Ap, €5)
est un objet B qui est a la fois une algebre et une cogebre, et de telle maniere a ce que
ces deux structures duales soient compatibles entre elles : la comultiplication Ag et la
counité ep sont des morphismes d’algebres (ou de maniére équivalente, la multiplication
wp et I'unité np sont des morphismes de cogebres), c¢’est-a-dire de telle maniére a ce que
les morphismes Apg et eg font commuter les diagrammes suivants

Ap

BB —" B B® B
AB®AB\L THB@MB (24)
BRB®B®B BRB®®B®B

ldp®vp,B®IdB
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BB 2B 191 %% Be B

I far I
R NIz

B 1 B

€B 1B

Définition 2.16. Un morphisme de bigébres entre deux bigebres A et B dans une
catégorie monoidale tressée C est un morphisme f € C(A, B) qui est a la fois un mor-
phisme d’algebres et un morphisme de cogebres.

Exemple 2.17. Dans la catégorie des ensembles (Set, x,{x}), tout objet X € Set
est une cogebre définie de maniére unique comme dans 'Exemple 1.26 avec comme
comultiplication Ay : X — X x X définie par Ax(z) = (z,x) et la counité ex envoie
tout élément sur le singleton. De plus, comme vu précédemment, les algebres dans Set
sont les monoides. Par conséquent, tout monoide est une bigebre dans la catégorie Set.

Pour confirmer cette affirmation, il suffit de vérifier que tout monoide satisfait bien les
quatre propriétés qui définissent une bigebre : pour tout b, ¢ € Set, on observe
1.

(up x up)(Idg x vy x Idg)(Ap x Ag)(b,c)
= (up x pp)(Idp X v x Idg)(b,b,c,c)
= (1B % pp)(b, ¢, b, c)
= (bc, be)
= Ap(be)
= Apgopug(b,c).

(ep % €B)(b,c) = (en(b),€n(c))
= (*v *)

N ox
= ep(be)
= 6BO,UB<b7 C).

A la troisitme ligne, le résultat est dii & I'isomorphisme qui existe entre les objets
I ® I et I, que 'on peut retrouver dans le diagramme (2.5).
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(B X nB)(*,*) = (NB(*),n5(*))
= (1p,15)
= AB(lB)
= Ap ong(x).

€EB OT]B<>I<) = GB(lB) = k.

Exemple 2.18. Dans la catégorie des espaces vectoriels (Vecty, @k, K) sur un corps
K, il existe plusieurs exemples bien connus de bigebres. Nous allons en citer quelques
uns :

1. Le premier exemple est l'algebre du groupe G, K|[G]|. Comme mentionné dans

I’Exemple 1.30 pour le cas K = C, la multiplication est la multiplication induite
par le groupe avec I’élément neutre du groupe comme unité. La structure de cogebre
est donnée par la comultiplication Agq(9) = g @k g et la counité exg(g) = 1
pour tout g € G.
Cet espace est a la fois une algebre et une cogebre. De plus, K[G] constitue une
bigebre si les structures d’algebre et de cogebre sont compatibles. Cela est bien
le cas puisque Agq et exjg sont des morphismes d’algebres, c’est-a-dire qu'ils
vérifient les égalités suivantes, pour tout g, h € G,

praeka) © (Akia @Kk Axia)(9 Ok h) = uxiceric) © (Axia(9) @k Akia(h))
= Agia)(9) Ak (h)
= (9 @k 9)(h @K h)
= gh ®gk gh
= AK[G] (gh)
= Ak[g) © kic)(9 @K h),

p1 o (exiq) @k €xia)) (9 ®x h) = pr o (exia)(9) @k exia(h))
=pro(1®k1)
=1
= ex(c)(gh)
= ek © tkie) (9 ®k h)
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ainsi que la condition concernant I'unité, c¢’est-a-dire

Axiar © nkie(1) = Akg (e)
=eQRQge

= nk(aekic (1)

et
ex(q) © Nk(a)(1) = exjg(e) = 1.

Par ailleurs, I’algebre du groupe G est cocommutative. Elle est également commu-
tative si et seulement si le groupe G est abélien.

. Tout d’abord, notons le produit tensoriel de n copies d'un espace vectoriel V'
comme V' = K, VO =V etpourn >2par V" =V ®--- V.
—_———
n
L’algebre tensorielle sur un K-espace vectoriel V' est définie comme

T(V) := P Ve

n>0

La multiplication sur 7'(V') est donnée par la concaténation. Pour 2 = u; ® - -+ ®
Uy € v®m et y:U1®"‘®Un c V(Xm’ on définit

'LLT(V)(QZ&ZJ) ::u1®"'®um®vl®"'®vnEV®(m+”).

Nous désignerons le produit tensoriel externe de T'(V') par le symbole X pour le
distinguer du produit tensoriel interne noté ®. De plus, I'unité n’est rien d’autre
que le mot vide 1 € K = V&, Cela signifie que I'algébre tensorielle est une
algeébre unitaire et associative.

D’autre part, T(V) possede également une structure de cogebre définie par la

comultiplication Ap(y), qui est définie comme I'unique morphisme d’algebres de
T(V) dans T(V) KT (V) tel que

AT(V)(l):lgl, AT(V)(ZE):l’&l—f—]_‘EZL‘,JZGV

Nous définissons la counité comme un morphisme d’algebres tel que ey (1) =
lg et ¢y = 0. Cela dote 'algebre tensorielle T'(V) d'une structure de bigebre
cocommutative. L’algebre tensorielle va permettre de définir 'algebre symétrique
et également ’algebre enveloppante d’une algebre de Lie.

. Etant donnée une bigebre B sur un corps K de comultiplication A g, un sous-espace
vectoriel I est un biidéal s'il est, a la fois, un idéal bilateére (c’est-a-dire pour tout
be B,bI CIetIbCI)etun coidéal bilatere, (c’est-a~-dire A(I) CI@ B+ B® 1
et €(I) = 0). Un résultat bien connu concernant les biidéaux est le suivant : les
quotients de B par des biidéaux de B sont exactement les quotients de bigebres B
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(pour en savoir plus sur les notions de coidéal, quotient de cogebre, biidéal ainsi
que le quotient de bigebre, voir les notes d’Alessandro [2] ou encore le livre [4] de
Dascalescu, Nastasescu et Raianu).
Soit un K-espace vectoriel V et 'idéal bilatere I de I’algebre tensoriel T'(V') généré
par ’ensemble

{fr@y—yoz|z,yeV}
De méme, I est un coidéal bilatere de T'(V) puisque Aran(z @ y —y @ x) =
(a:®y—y®x)®15(v)+15(V)®(as®y—y®x) S T(V)®I+I®T(V) et
ervy(r ®y —y®x) = 0. Donc, I est un biidéal.
L’algébre symétrique de V' est définie comme le quotient de bigebre S(V) =
T(V)/1. Par construction, S(V') forme une algebre commutative. De plus, on rap-
pelle que la comultiplication Agyy @ S(V) = S(V) ® S(V) ainsi que la counité
esey 1 S(V) — K sont données par

Asery (@) = 2 @ Lsv) + Lsv) ® x et esry(x) = 0,

pour tout x € V.
4. Une algebre de Lie sur corps K est un K-espace vectoriel g muni d’une applica-
tion bilinéaire (X,Y) — [X, Y] telle que
a) Pour tout X,Y € g, [Y, X]| = —[X,Y] (Antisymétrie).
b) Pour tout X,Y, Z € g, [[X,Y],Z]+[[Y,Z],X]+[[Z,X],Y]=0 (Identité de Jacobi).
L’axiome (a) est équivalent a [X, X] = 0 pour tout X € g, lorsque la caractéristique
de K # 2.

L’algeébre enveloppante d’une algebre de Lie g, notée U(g), est le quotient de
'algebre tensorielle T'(g) par I'idéal bilatére I engendré par

{r@y—-—yor—[z,y] | 2,y € g}.

Cette algebre enveloppante peut étre munie d’une structure de bigebre cocommu-
tative, en choisissant la concaténation comme multiplication et la comultiplication
Ay : U(g) = U(g) ® U(g) ainsi que la counité ey : U(g) — K définies sur les
générateurs par

Av) (L) = lug) ® L) et eve)(lue) = 1k
et par
Ay (z) =2 @ Ly + Ly @z et ey (z) =0,

pour tout x € g. Il est simple de montrer que la comultiplication et la counité sont
des morphismes d’algebres.

Puisque I'identité ainsi que la composition de deux morphismes de bigebres restent des
morphismes de bigebres, la catégorie des bigebres dans la catégorie monoidale tressée C
sera notée par BiAlgc.
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2.3 Bigebres et catégorie des modules

Le concept de catégorie des modules dans une catégorie monoidale englobe la notion
familiere des modules sur un anneau d’'un point de vue catégorique. Il existe une notion
de catégorie de modules dans une catégorie monoidale C. Etant donnée une algebre A
dans C, on peut définir des modules sur A au sein de la catégorie C.

Définition 2.19. Soit une catégorie monoidale C = (C,®,a,I) et une algebre A =
(A, pa,ma) dans C. Un module a gauche sur A est une paire (M, ays), ou M est un
objet de C et apy : A® M — M est un morphisme de C (appelé 'action) tels que les
diagrammes suivants commutent

AQA® M 112 o Ao M A M M, M
/»‘A@Id]\/ll lO‘M WA@IdMT s
AR M M I M

an

Ces diagrammes expriment |’associativité de ’action et 1'existence de 'unité.

Notons que les A-modules a droite sont définis de maniere similaire, en remplagant A® M
par M ® A.

Définition 2.20. Soit une algebre A dans la catégorie C et deux A-modules a gauche
(M, apr), (N, ay). Un morphisme de A-modules est un morphisme f : M — N dans
C tel que le diagramme

A®M A®N
a]wl laN
M - N

commute.

Si A est une K-algebre, alors un A-module a gauche dans Vecty est identique au A-
module a gauche habituel. L’exemple suivant est également simple, mais moins évident.

Exemple 2.21. Soit S = (S, g, ns) une algebre dans la catégorie Set, c’est-a-dire un
monoide. Alors une structure de S-module a gauche sur un ensemble X est identique a
une action a gauche de S sur X.

41



Si X = (X, ax) est un S-module a gauche, alors le morphisme ® : S — End(X) définie
par ®(s)(z) = a(s,z) est une action a gauche car

O (st)(x)

X(NS( 7t>7 )
x (s, Idx)(s,t, x)
x(Idg,ax)(s,t,x)
ax(s,ax(t,z))

O(s)(B()(2))-

[
L 0°

Inversement, si X est un ensemble, alors le morphisme de Set est donné par ax(s,z) =
O(s)(x) ou @ : S — End(X) est un morphisme de monoides.

Exemple 2.22. En considérant a nouveau I'Exemple 1.5, on remarque que la repré-
sentation K-linéaire de GG coincide avec les modules a gauche sur une K-algebre de G,
notée K[G]. Cette algebre est constituée de combinaisons linéaires finies d’éléments de
G a coefficients dans K et forme une K-algebre associative dont la multiplication étend
naturellement la loi du groupe G, c’est-a-dire

(500)(50) -

g:h
Ceci est une K-algebre avec une unité, qui est 1’élément neutre de G.

Si p: G — GL(V) est une représentation, alors le K[G]-module a gauche avec K[G| ®
V — V est construit grace a la formule (Zg agg) v = 3, a4p(g)(v). Inversement, si V'
est un K[G]-module a gauche avec ay : K[G] ® V — V, alors on utilise la structure
de K[G]-module pour construire une représentation K-linéaire de G, G — GL(V), g —
ay(g ® —). De plus, les morphismes de représentations correspondent aux morphismes
de K[G]-modules et inversement.

Par conséquent, la catégorie des représentations K-linéaires de G, Repg k, et la catégorie
des K[G]-modules a gauche, (g Mod, sont isomorphes.

La définition duale d’un module a gauche est donnée de maniere équivalente par

Définition 2.23. Soit une catégorie monoidale C = (C,®,a,I) et une cogebre C' =
(C, A¢, €ec) dans C. Un comodule a droite sur C' est une paire (M, 8y7), ou M est un
objet de C et By : M — M ® C' est un morphisme dans C (appelé la coaction) tels que
les diagrammes suivants sont commutatifs

M &l M&C M- Mol
5MJ{ J{Idl\4®AC BMJ{ 4@60
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Ces digrammes expriment la coassociativité de la coaction ainsi que l'existence de la
counité.

La notion de C-comodule a gauche est définie de maniere analogue avec C' ® M au lieu
de M & C.

Exemple 2.24. Une cogebre (C, A, ec) est un C-comodule a gauche (& droite) grace
a BM = Ac.

Définition 2.25. Soit une cogebre C' dans la catégorie C et deux C-comodules a droite
(M, Br), (N, Bx). Un morphisme de C-comodules est un morphisme f : M — N
dans C tel que le diagramme est commutatif

N

- [

Il est important de noter qu’il existe une autre maniere utile de caractériser des bigebres :
cela se fait via leurs catégories de modules. Etudions le cas des bigebres dans Vect.
Soit B une K-algebre, la catégorie des modules associée Modpg est une sous-catégorie de
Vecty. On définit le foncteur d’oubli U : Modg — Vectx comme le foncteur identité sur
les objets et les morphismes, mais en ne gardant que leur structure sous-jacente, c’est-
a-dire que chaque module B est un espace vectoriel et chaque morphisme de modules B
est une application K-linéaire. On a alors le résultat suivant, tiré des notes de cours de
S.Caenepeel et J.Vercruysse [3] :

Théoréme 2.26. Soit B une K-algébre, alors B est une bigebre sur K si et seulement
st la catégorie des modules associée, Modpg, est une catégorie monoidale et le foncteur
d’oubli U : Modg — Vectyg est un foncteur monoidal strict.

Démonstration. En disant que le foncteur d’oubli est un foncteur monoidal strict, on
sous-entend que le produit tensoriel de B-modules est donné par le produit tensoriel
ordinaire sur K de leurs espaces vectoriels sous-jacents et que 'objet unitaire dans la
catégorie Modp n’est rien de plus que le corps K, qui est 'objet unitaire de Vecty.

Tout d’abord, supposons que B est une bigebre. Alors, il existe deux morphismes d’al-
gebres Agp : B — B® B et eg : B — K satisfaisant les axiomes de coassociativité et
de counité. Soit deux B-modules a gauche M et N, définissons sur le produit tensoriel
M ® N, la structure de B-module suivante :

BOMN — MN
a®@men — a-(men)
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et est donnée par a- (m®n) = (an)-m)® (ag) -n). On peut montrer que c’est bien une
structure de B-module sur M ® N : en effet, on observe que

lg-(m®n)=(1g-m)®@(lg-n) =maemn,
et

a (b-(m®n))=a-((ba) m)® (be) - n))
aq) - (bay - m)) ® (a@)(be) - n))
(a(l)b(l)) m) @ ((a@be) - n)
(ab)y -m) @ ((ab) ) - 1)

ab - (m ®n).

=
= (
(

Sur le corps K, nous avons la structure de B-module suivante :

B K — K
a@A = a-X=eg(a)A.

De nouveau, il s’agit bien d'une structure de B-module puisque
lg-A=ep(lp)A =1 - A=A,
et
a-(b-A)=a-(eg(b)\) =ep(a)ep(b)\ = eg(ab)\ = ab - .

L’associateur et les unités a gauche et a droite sont des morphismes de B-modules.

En effet, on observe grace a la coassociativité que

a-((m®mn)®p)=(aq) - (memn)

et grace a la counité, on constate que

a-lg(A®@m)=a-(Am)=Aa-m)
= Meg(any)ae) - m)
= ep(a@))Mag) - m)
= I((aq) - A) @ (a) - m))
=lg(a- (A ®@m)).
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Pour I'unité a droite rg, on procede de maniere analogue que lg et on obtient
a-rg(m@ ) =rgla-(m®N).

Par conséquent, Modg est une catégorie monoidale et le foncteur d’oubli est un foncteur
monoidal strict.

D’autre part, considérons une algebre B telle que la catégorie des modules associée
Modpg soit monoidale et que le foncteur d’oubli soit monoidal et strict. Comme B est
un B-module a gauche par la multiplication a gauche, alors B® B € Modg. Définissons
I’application linéaire
Agp : B — B® B
a — a-(1p®1p).

Il est facilement démontrable que ce morphisme est coassociatif. En effet, en notant
a-(1p®1p) = an) ® az), on observe

a@) ® ae)1) @ ae)e) = am) @ (a@e) - (15 @ 1))
a-(1p® (1p®1p))
a-(lp®1p)®1p)

= (aq) - (1 ® 1B)) ® a(y)
= aq)(1) @ aq)(z) @ a)-

Soit M et N des B-modules. Pour tout m € M et n € N, nous pouvons définir les
morphismes

fm ' B - M e f, : B - N
a — a-m a — a-n.

Ces morphismes sont clairement des morphismes de B-modules a gauche.

Comme le produit tensoriel est un foncteur, nous pouvons observer que pour tout m € M
et n € N, le morphisme

(fm®fn) : BB — M®N
a®b —= a-mb-n

est également un morphisme de B-modules. En particulier,

a-(men)=a-((fn® f2)(1s®1p))
= (fm ® fu)(a- (1B ®1p))
= (fm®fn)(a 2))
= (aq)-m) ® (a<2> n).
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Grace a la définition des morphismes f,,, f, et f,, ® f., nous pouvons montrer que Apg
est un morphisme d’algebres

Ap(a)Ap(b) = (aq) ® a@))(ba) @ b))
= amba) ® a)be)
= foy(a@)) @ fom (ae)
= (o) @ fo2))(aq) ® a(2))
= (fb(1) ® fo(2 ))( (1p®1p))

Puisque K possede une structure de B-module, on considere le morphisme

eg © B — K
a — a-lg,

qui définit la counité dans B.

En effet,

(]dB®eB)oAB(a) a(l EB(CL(Q))

)

= rp(aq) ® ep(ag)))
=rplaq) ® (a@) - 1k))

=1p((f15 ® fix)(aq) @ ag))
=7r5((f15 ® fi)(a (13 ® 1p)))
=rp(a-(1p® 1k))
=a-(rp(lp® 1g))
=a-lp

Y

et de maniere similaire, on obtient (e ® Idg) o Ag(a) = a.

Enfin, la counité est également multiplicative,

eB(ab) =ab- 1K =a- (b . 1}() =a- (EB(b)) = EB(CL)GB(b).

Par conséquent, B possede une structure de bigebre sur K. O
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Corollaire 2.27. Si B est une bigébre cocommutative sur K, alors Modg est une caté-
gorie monoidale tressée symétrique.

Le Théoreme 2.26 se généralise a toute catégorie monoidale tressée. Dans ce cas, nous
avons un résultat similaire que nous énoncerons sans démonstration :

Théoréme 2.28. Soit une catégorie monoidale tressée (C,®,a,I,7) et une algébre
(B, up,np) dans la catégorie C. Il existe alors une bijection entre :

— les structures monoidales sur la catégorie des modules Modg tel que le foncteur
d’oubli U : Modg — C est un foncteur monoidal strict.

— les structures de bigébres (B, up,np, Ap, €p) sur l'objet B.

Remarque 2.29. Tout ce qui a été énoncé jusqu’a présent peut étre appliqué si 'on
considere la catégorie des B-modules a droite au lieu de la catégorie des B-modules a
gauche.

De plus, il existe encore une autre variante du méme résultat : a partir d’'une cogebre B
sur une catégorie monoidale tressée, si nous demandons que sa catégorie des comodules
a gauche ou a droite soit une catégorie monoidale et que le foncteur d’oubli soit un
foncteur monoidal strict, alors B est également une bigebre.

2.4 Algebres de Hopf dans les catégories monoidales
tressées

Dans cette section, nous allons présenter toutes les constructions dans la catégorie
Vecty des espaces vectoriels sur un corps K. Soit une algebre (A, pa,m4) et une co-
gebre (C, Ag, ec). Alors, I'espace vectoriel Hom g (C, A) des transformations K-linéaires
allant de C' vers A possede une structure d’algebre associative munie du produit défini
par

frh=pao(f@h)oAc,

pour tout f,h:C — A et d'une unité donnée par

N4 © €c = lpndg(m),

pour toute algebre (A, pa,n4) et cogebre (C) Ag, €c). Cette algebre est appelée ’algébre
de convolution et le morphisme linéaire f x h est appelé la convolution de f et
h.

Si H est une bigebre, alors I'espace vectoriel Endg(H) = Homy(H, H) est une algebre
de convolution puisque H est a la fois une algebre et une cogebre.

L’algebre de Hopf se différencie d’'une bigebre puisqu’elle est dotée d’une structure sup-
plémentaire, a savoir I’antipode.
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Définition 2.30. Dans Endk(H), 'antipode d’une bigebre (H, pg, ng, A, €x) sur
un corps K est l'inverse de l'identité pour la convolution, c’est-a-dire une application
K-linéaire Sy : H — H tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Idg®S
H -2, HoH " HoH M. H
Sp®ldy
\ /
I

De maniere équivalente,

SH*IdH:IuHO(SH(@IdH)OAHZUHOEH
:MHO(]CZH@SH)OAH:ICZH*SH.

En utilisant la notation de Sweedler, on peut écrire le produit de convolution explicite-
ment comme

pour tout h € H.

Remarque 2.31. Si une bigebre (H, g, ng, Ap, ) posseéde un antipode, alors celui-ci
est unique.

Supposons que Sy et Ty soient deux antipodes pour la bigebre H. Par 1’associativité et
I'unité du produit de convolution (pour plus de précision, voir Annexe 2.0.3), on obtient

SH = SH*(T]HOEH) = SH*<ICZH*TH)
= (SH*[dH)*TH
=(ngoeg)*xTy
— Ty

Apres avoir compris les différents ingrédients qui constituent une algebre de Hopf et ce
qui la distingue d’une bigebre, nous sommes en mesure de donner la définition d'une
algebre de Hopf.

Définition 2.32. Dans une catégorie monoidale tressée C, une algebre de Hopf
(H, g, mu, Ag, €, Sy) sur un corps K est une bigebre (H, iy, Ny, Ap, €) munie d'un
antipode Sy : H — H.
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Exemple 2.33. Dans I'Exemple 2.18(1), nous avions déterminé qu’une algebre de
groupe G est une bigebre. L’antipode de cette bigebre S : K[G] — KI[G| est donné
par Skig(g) = ¢g~! car pour g € K[G], on observe que

(IdK[G] * SK[G})(Q) = NK[G] o (IdK[G] ® SK[G}) o AK[G} (g) = TIK[G} e} EK[G] (g)
1xic) © (Ldkia) ® Skia)(9 ® 9) = nkc)(1)
pxic)(9 @ Skia)(9)) = 1ka)-

On peut donc conclure qu'une algebre de groupes K[G] est également une algebre de

Hopf d’antipode Skig(g) =g

Exemple 2.34. Considérons de nouveau ’'Exemple 2.17. Dans la catégorie Set, les
objets de I'algebre de Hopf ne sont rien d’autre que des groupes.

Exemple 2.35. Les exemples de bigebres, présentés dans I’Exemple 2.18, sont également
des exemples d’algebres de Hopf :
1. L’algebre tensoriel 7(V') munie de I'antipode Srpy : T(V) — T(V), défini par
S(v) = —v, Yv € V et qui peut étre étendu a tout T(V'), forme une algebre de
Hopf.

2. Pour une algebre enveloppante U(g) d'une algebre de Lie g, 'antipode Sy (g) :
U(g) — U(g) est défini pour tout x € g par Sy(g)(x) = —x et peut étre également
étendu a lensemble U(g). Par conséquent, l'algebre enveloppante U(g) est une
algebre de Hopf.

3. L’algebre symétrique S(V') d'un K-espace vectoriel V' est une algebre de Hopf
ayant comme antipode Sgyy @ S(V) — S(V) donné par Sgny(v) = —v pour tout
v € V et peut étre étendu a S(V).

Exemple 2.36. (Algebre de Hopf non commutative et non cocommutative) Un exemple
d’algebre de Hopf non commutative et non cocommutative est 'algebre de Hopf de
Sweedler, H. C’est une bigebre de dimension 4 (une base de H, comme K-espace
vectoriel, est donnée par {1y, x,g,rg}) constituée a laide de trois générateurs 1y, = et
g qui satisfont les relations ¢ = 15, 22 = 0 et g = —gx. Plus précisément, la structure
de cogebre est caractérisée par la comultiplication donnée par

et la counité

De plus, afin de former I'algebre de Hopf, 'antipode associé a cette bigebre est défini
par S(g) =g~ ', S(x) = —gw.
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Afin de définir la catégorie des algebres de Hopf sur le corps K, nous avons besoin du
concept de morphisme d’algebres de Hopf.

Définition 2.37. Soit H et G deux algebres de Hopf dans une catégorie monoidale
tressée C. Un morphisme f : H — G est appelé un morphisme d’algébres de Hopf
si ¢’est un morphisme de bigebres.

I1 est naturel de se demander si un morphisme des algebres de Hopf doit préserver les an-
tipodes. Le résultat suivant montre que c’est effectivement le cas.

Proposition 2.38. Soit H et G deuz algébres de Hopf munies des antipodes Sy et Sg
dans une catégorie monoidale tressée C. St f : H — G est un morphisme de bigébres,
alors Sgo f = foSy.

Démonstration. Considérons l'algebre Homg(H,G) avec le produit de convolution et
les éléments Sgo f et f oSy de cette algebre. Nous allons montrer qu’ils sont tous deux
inversibles et qu’ils ont le méme inverse f. Il s’ensuit qu’ils sont égaux. En effet, pour
tout h € H, on a

donc, S o f est un inverse a gauche pour f. De méme, pour tout h € H, on observe

Lf * (f o Su)l(h) = f(ha))f(Su(hw)) = f(ha)Su(hw))
= flexg(h)1ly) = ex(h)1k.

donc, f o Sy est aussi un inverse a droite de f. Il s’ensuit que f est inversible (pour
le produit de convolution) et que les inverses a gauche et a droite sont égaux, a savoir

SGOf:fOSH. [

Cette proposition montre que les morphismes de bigebres préservent I'antipode. Ce qui
implique que les morphismes d’algebres de Hopf sont exactement les morphismes de
bigebres.

Nous pouvons maintenant définir la catégorie des algebres de Hopf, dans laquelle les
objets sont des algebres de Hopf et les morphismes sont ceux définis dans la Défi-
nition 2.37. De plus, l'identité d’algebre de Hopf ainsi que la composition de deux
morphismes d’algebres de Hopf restent des morphismes d’algebres de Hopf. La caté-
gorie des algebres de Hopf dans la catégorie monoidale tressée C sera désignée par

Hopfe.
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Les propriétés basiques de l'antipode sont énumérées dans la proposition suivante :

Proposition 2.39. Soit une algébre de Hopf (H, iy, N, Au, €q, Sy) dans une catégorie
monoidale tressée C.

(a) Su(hg) = Sy(g)Su(h), pour tout g,h € H.

(b) Su(h)ay @ Su(h)@y = Su(hw) @ Su(hay) pour tout h € H.
(c) Sg(1y) =1g.

(d) ex(Su(h)) = eu(h), pour tout h € H.

Démonstration. (a) Considérons I'espace vectoriel Hom(H ® H, H). Comme H @ H
possede une structure de cogebre et que H a une structure d’algebre, alors Hom(H®
H, H) est une algebre de convolution. Définissons deux morphismes F,G : HQH —
H donnés par

F(h®g) = Su(g)Su(h), G(h®g)=Su(hg).

Montrons que F' et G sont respectivement l'inverse a droite et a gauche du produit
de convolution avec la multiplication. D’un c6té, nous observons

Fopr(h®g) = F(ha) @ gy (he) © 92)
= F(ha) ® 90))h@90)
= Su(91))Su(ha))he9e)
= Su(9a))en(h)1gge) (Définition de S pour h)
= en(h)Su(901))92) 1
= ep(h)ey(g)1ly (Définition de S pour g)
= enpn(h ® g)ly
=1 ° enen(h @ g)

qui montre que F % iy = g 0 €ggy. De méme, on obtient

p * G(h ® g) = pu(hay © 90))G(he) © 9i2))
= hg90)Su(h9@)
= (hg))Su((hg))
= ey(hg)ly (Définition de S pour hg)
= en(h)en(9)ln
=nu ° €nen(h @ g).

et donc, pg * G = ng o egen. Donc, puy est un inverse a gauche de F' et un inverse
a droite de GG dans I'algebre de convolution et donc F' = G.
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(b) A présent, considérons I'algebre de convolution Hom(H,H ® H) et deux mor-
phismes F,G : H - H ® H donnés, pour tout h € H, par

EF(h) = Su(h)a) ® Su(h)@), G(h) = Su(he) ® Su(hq)).

Encore une fois, 'idée est de montrer que F et GG sont respectivement l'inverse
a droite et a gauche du produit de convolution avec la comultiplication et ainsi
obtenir I’égalité F' = GG. En effet, pour tout h € H, nous avons

FxAp(h) = F(ha)Au(he)
= (Su(ha) ) ® Su(hm)e) (heio) ® hee )
= Su(ha))mhea ® SH(h N@h@)e)
(SH hay)h ) ( h@))(g)
= Ay <5H(h(1))h(2)) = Ay (EH(h)lH)
=ey(h)Ay (1y) =ex(h) (1g @ 1)
= Nuencn(h).

D’autre part,

Apg*G(h) = AH(h(l )G (h2))
= (hywy @A 1)(2)) (Su(h@)e) © Sulhe))
= h<1><1>5H( 2)(2)) ® h<1><2>5H(h<2><1>)
— (W)l @ en(W)ly = en(D) (1 © 1)
= Nueucn(h).

(c) Pour tout h € H,

Su(Ig)h = Su(1g)ea(hwy)he) = Su(1a)Su(hw)he)hs)
= Su(ha))h@he) = en(h@)he) = h.

De manieére analogue, il est possible de montrer que hSy(1y) = h pour tout h € H
et donc, par unicité de I'unité, nous avons Sy (1g) = 1g.

(d) Finalement, pour tout h € H,

e (Su(hay))he) = en(Su(hw)))en(he)he) = ea(Sa(hay)he)hes)
= EH(EH(h(l))lH)h(g) = EH(h(l))h(g) = h

Par des calculs identiques, pour tout h € H, hayer(Su(he))) = h et donc, par
I'unicité de la counité, nous en concluons que ey (Sy(h)) = ex(h).

]
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire est de construire et d’étudier les algebres de Hopf dans les
catégories monoidales tressées. Pour arriver a ce but, nous avons commencé par définir
les catégories monoidales et par étudier le lien existant entre une catégorie monoidale
et une catégorie monoidale stricte. Nous avons ensuite construit les algebres et les co-
gebres dans les catégories monoidales. A ces dernidres, nous avons ajouté une structure
additionnelle pour aboutir aux catégories monoidales tressées. Par 'intermédiaire d'un
exemple, nous avons découvert qu’il existe des objets qui sont a la fois une algebre et
une cogebre, et cette découverte nous a permis d’introduire les bigebres. Ensuite, dans
le contexte des catégories monoidales tressées, nous avons présenté la relation de bi-
jection entre les structures de bigebres (B, ug, g, Ap, €g) sur une algebre (B, ug,np)
et les structures monoidales sur la catégorie des modules Modg. Pour finir, I’ensemble
des résultats ont été rassemblés afin d’atteindre I'objectif, a savoir définir et analyser
les algebres de Hopf dans les catégories monoidales tressées. Ce sujet, approfondi en
théorie des catégories ainsi que dans d’autres domaines aussi bien mathématiques que
physiques et méme informatiques, nous a permis d’établir plusieurs liens entre divers
champs d’études mathématiques. Cela nous permet d’envisager un questionnement as-
sez large.

Si le lecteur est intéressé par la théorie des algebres de Hopf, il est vivement encou-
ragé a continuer son exploration passionnante. Une série d’études qui découlent des
themes abordés dans ce mémoire peuvent étre considérées. En voici deux parmi tant
d’autres :

e Dans ce mémoire, nous avons observé que la catégorie des B-modules forme une
catégorie monoidale, si B est une bigebre. Il serait donc intéressant, en suivant un
procédé similaire, de construire une catégorie monoidale tressée. Cela se fait grace
aux modules de Yetter-Drinfeld. Ceux-ci peuvent étre découverts dans I’article [10]

de Radford et Towber.

Un module de Yetter-Drinfeld sur une K-bigebre B = (B, up,np, Ap, €p) est
un K-module qui est a la fois un B-module et un B-comodule avec une certaine
compatibilité entre I'action et la coaction. La catégorie des modules Y D gauche-
droite, dont les objets, les modules de Yetter-Drinfeld, sont simultanément des
B-modules & gauche et des B-comodules & droite, est désignée par z% 27. Cette
catégorie est une catégorie monoidale équipée de morphismes « prétressés », qui en
font une catégorie monoidale tressée si B est une algebre de Hopf (et une catégorie
monoidale prétressée si B est simplement une bigebre).
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Les liens entre la catégorie 4% 2% et la catégorie des algebres de Hopf ou celle
avec les catégories monoidales tressées peuvent étre analysés et approfondis.

Dans l'article de Gran, Sterck et Vercruysse [5], on y retrouve la preuve que la
catégorie Hopfr coo des algebres de Hopf cocommutatives sur un champ K est
une catégorie semi-abélienne. Ce résultat est une extension d’un cas particulier
antérieur, basé sur le théoreme de Milnor-Moore dans 'article [8], qui annonce
que lorsque le corps K est de caractéristique nulle, la catégorie Hopfr coc €St semi-
abélienne. De plus, le fait que cette derniere catégorie Hop fk coc SOit semi-abélienne
entraine immédiatement le théoreme de Takeuchi affirmant que la catégorie des
algebres de Hopf commutatives et cocommutatives sur un corps K est abélienne.

Il existe deux perspectives attirantes et naturelles a développer. La premiere serait
de réfléchir a la généralisation de ce résultat aux algebres de Hopf cocommutatives
dans une catégorie monoidale tressée ou symétrique quelconque. L’autre possibilité
serait d’analyser les propriétés catégoriques des algebres de Hopf générales, ainsi
que de plusieurs sous-catégories intéressantes de cette catégorie, par exemple celle
des algebres de Hopf commutatives.
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Annexe

2.0.1 Rappel des définitions de théorie des catégories

Définition 2.1. Une catégorie est constituée de :
e une collection 0b(C) d’objets;

e pour tout A, B € 0b(C), une collection C(A, B) de morphismes (ou fléeches) allant
de A vers B;

e pour tout A, B,C € 0b(C), une fonction

C(B,C)x C(A,B) — C(A,C)
(9, 1)) = gof,

appelée composition ;
e pour tout A € C, un élément Idy de C(A, A), appelé I'identité sur A,
satisfaisant les axiomes suivants :

e associativité : pour tout f € C(A, B), g € C(B,C) et h € C(C, D), nous avons
(hog)of=ho(gof)
e loi de I’identité : pour tout f € C(A, B), nous avons

foldys=f=1Idgof.

Remarque 2.2. Si f € C(A, B), nous appelons l'objet A le domaine et 'objet B le
codomaine du morphisme f.

La définition porte sur 'interaction entre les objets au sein d’une catégorie.

Définition 2.3. Une fonction f : A — B dans une catégorie C est un isomorphisme
s’il existe un morphisme g: B — A dans C tel que go f = [ds et fog= Ildp.

Dans la définition ci-dessus, nous appelons g l'inverse de f et se note g = f~1. Sl
existe un isomorphisme de A dans B, on dit que A et B sont isomorphes et on I’écrit
A= B.
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Définition 2.4. Soit deux catégories C et D. Un foncteur F': C — D est constitué de

e une fonction
ob(C) —
A
e pour tout A, A" € C, une fonction

C(AA) — D(F(A),F(A4))
o= F(f),
satisfaisant les axiomes suivants :
o F(flof)=F(foF(flon AT A s A" dansC;
o F(Ida) = Idp(ay pour tout A € C.

Remarque 2.5. Nous pouvons remarquer que les foncteurs peuvent étre composés.
Autrement dit, étant donnés deux foncteurs F' : A — B et G : B — C, la composée
est donnée par Go F : A — C. De plus, pour chaque catégorie A, il existe un foncteur
d’identité Id4 : A — A.

Définition 2.6. Soit deux catégories C et D et deux foncteurs F' : C — Det G :C — D.
Une transformation naturelle o : F' — G est une famille (a¢ : F(C) = G(C))ge de
morphismes dans D tel que pour tout morphisme f : C — C’, le diagramme

F(C) ——5— F(C)

ac| o

G(C) —— G(C)

commute. Les morphismes a¢ sont appelés composantes de a.

2.0.2 Exemple 1.28 généralisé

Notons A(z") = Y =, @' ® 2/ ot i,j > 0 et n € N. En réarrangeant les termes dans
(A @ Idep)A(x™) et (Ide) ® A)A(z™), on obtient

(A®qux])A(x") = A@Id(c[x Z z ®£L’j

i+j=n

= > Al)®

i+j=n
-y (¥ #od] oo
i+j=n \k+l=1i

= > 2@l @l
k+l+j=n
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et

(Idep @ A)A(2"™) = (Idey @ A) Y ' @ a?

i+j=n

= > e A)

i+j=n

— Z ﬂ@(Z x“@x”)

i+j=n utv=j

— Z a:z ® xu ® xv
i+utv=n

= Z zk ® ! Q2.
k+l+j=n

Ce qui montre que la comultiplication A est bien coassociative.

2.0.3 Associativité du produit de convolution

Soit (C, A¢, €c) une cogebre et (A, a,na) une algebre. Nous définissons sur I’ensemble
Homg (C, A) une structure d’algebre dans laquelle la multiplication, notée *, est donnée
comme suit : si f,g € Homg(C, A), alors

(f*9)(c) = flcay)glcw),

pour tout ¢ € C'. La multiplication définie ci-dessus est associative puisque pour f, g, h €
Hom(C,A) et ce C,ona

L’élément d’identité de 'algebre Hom(C, A) est naoec € Hom(C, A), puisque pour tout
ceC,

(fx(maoec))(c) = fleqy)(naoec)(ca) = flcqyec(c)la = flcayec(cw) = f(o).

D'ot, f * (naoe€ec) = f. Similairement, (n4 o ec) * f = f.
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