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Pré❢❛❝❡✳

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡✱ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❛✉①
P❛②s✲❇❛s à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ✓ ▲✬❆✉❣♠❡♥t❡❞
❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r ✔ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❤♦♠♠❡ ❡t ❢❡♠♠❡ t❛♥❞✐s
q✉❡ ✓ ▲✬❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r ✔ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① r❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛②s ét✉❞✐és✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✓ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦❤♦rt ❡①t❡♥s✐♦♥ ✔
♣❡r♠❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦❤♦rt❡s s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té✳

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❡t ✓ ▲✬❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝✲
t♦r ✔ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉ ✈✐❛ ✉♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❥✉sq✉✬❡♥ ✷✵✻✵ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥s ❞❡s ♣❛②s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❞✬✉♥❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ✐♥ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
◆❡t❤❡r❧❛♥❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✧❆✉❣♠❡♥t❡❞
❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r✧ ❛t ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥
✇❤✐❧❡ ✧❚❤❡ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r✧ ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s ❛❞❞s ❛ t❡r♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s st✉❞✐❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✏❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦❤♦rt ❡①t❡♥s✐♦♥✑
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦❤♦rts ♦♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✏❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥
❋❛❝t♦r✑ ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✈✐❛ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡✐r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛❣❛✐♥st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✉♥t✐❧ ✷✵✻✵ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧✐❢❡ ❛♥♥✉✐t② ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳



✐✐

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✳

P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡
♠❡s ét✉❞❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠♦♥ ♣r♦♠♦t❡✉r✱ ❧❡ Pr♦❢❡ss❡✉r ❉♦♥❛t✐❡♥ ❍❛✐♥❛✉t ♣♦✉r s❡s
❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés ❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❥❡ t❡♥❛✐s à très s✐♥❝èr❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❥✉r② ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡
ré✐♥s❝r✐r❡ ❛✉ ♠❛st❡r ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❛❝t✉❛r✐❡❧❧❡s ❡t ❞❡ ♠❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❝❡ ❝✉rs✉s✳

❯♥ ♠❡r❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ▲✉❞♦✈✐❝ ❡t ❚❤♦♠❛s✱ ♠❡s ❝♦♠♣❛❣♥♦♥s ❞❡ r♦✉t❡ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s
❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❱♦tr❡ ❛♠✐t✐é ❛✉r❛ ♠❛rq✉é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é❧é❜✐❧❡
❝❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬❯❈▲✳

▼❡r❝✐ ❛✉ ❞♦❝t❡✉r ❋❛✐r♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r s♦♥ ♦❡✐❧ ❛✈❡rt✐✱ tr❛q✉❛♥t
❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳

▼❡r❝✐ à ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ♣♦✉r s❛ r❡❧❡❝t✉r❡ ❡t ♣♦✉r s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♠✐s❡s
❡♥ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ♦♥t ❥❛❧♦♥♥é ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡✳

▼❡r❝✐ à ❆❧✐♥❡ ❡t ❈❧é♠❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs r❡❧❡❝t✉r❡s ❡t ❧❛ ❝❤❛ss❡ ❛✉① ❢❛✉t❡s ❞✬♦rt❤♦❣r❛♣❤❡✱
♠❛❧❣ré ❧❡ t✐♠✐♥❣ s❡rré✳

▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✉ ❝②❝❧♦ ✿ ❘✉❞②✱ ▼♦r❣❛♥❡✱ ❆❧❡①st❛r✱ ▼❡❤❞✐ ❡t ❉✐❛♥❛✳ ▲❡s
❜❧♦❝✉s s❛♥s ✈♦✉s ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s ❡✉ ❧❛ ♠ê♠❡ s❛✈❡✉r ❡t ❥❡ ✈♦✉s ❞♦✐s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ré✉ss✐t❡
❞❡ ♠❡s ét✉❞❡s✳

▼❡r❝✐ à ❧❛ ▼❛✐s♦♥ ❉❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❛✉ ▲♦✈❛♥✐❡♥s✐s ❙❝✐❡♥t✐✜❝✉s ❖r❞♦ ♣♦✉r ❛✈♦✐r été ❧❛ ❜✉❧❧❡
❞✬❛✐r ♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✬é✈❛❞❡r✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ét❛✐t tr♦♣ ❢♦rt❡✳

▼❡r❝✐ à ❈♦r❛❧✐❡ ❡t ❏✉❧✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❡♥ ❜❛t❡❛✉✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❧❡ ét❛♥t ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❞é❝♦♠♣r❡ss❡✉r✳

▼❡r❝✐ à ▼❛①✐♠❡ ❡t ▼❛r✐❡✱ ❧❛ ✓ ❚❡❛♠ ❈❛✐❧❧♦✉① ✔✱ ♣♦✉r ✈♦s ❜❧❛❣✉❡s q✉✐ ♣❛rs❡♠❛✐❡♥t ❧❡s
❧♦♥❣✉❡s s♦✐ré❡s ❞✬é❝r✐t✉r❡✳

❊t ❡♥✜♥✱ ✉♥ é♥♦r♠❡ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ♠❛♠❛♥✱ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ s❛♥s ❢❛✐❧❧❡ ❡t s❡s
❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ✭tr♦♣✮ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ✶

✷ ❚❤é♦r✐❡✳ ✸
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✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✾
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❢✉t✉r ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❛t✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❛ s✐♥✐str❛✲
❧✐té✱ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❖r✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♣r♦❞✉✐t✱ ✐❧ ❧✉✐ r❡✈✐❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡ q✉❡ ❞❡✈r❛ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛②❡r ❧✬❛ss✉ré✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♣r✐♠❡ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♥✐str❡s
r❡♥❝♦♥trés ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❡✉rs ❝♦ûts✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ s✬❡①♣♦s❡ à ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
♣♦✉rr❛✐t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥s♦❧✈❛❜✐❧✐té✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞❡♠♥✐tés ♣ré✈✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛ss✉rés✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡✳

❈♦✉♣❧é❡ à ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ sé✈èr❡ ❡♥tr❡ ❛ss✉r❡✉rs✱ ❧❛ ❥✉st❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡ ❡st ❞♦♥❝
❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡ ❛✜♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ♣✉✐ss❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s s✐♥✐str❡s
q✉✬❡❧❧❡ ✈❛ r❡♥❝♦♥tr❡r t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❧✐❡♥ts✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❧✬❛❝t✉❛✐r❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛❧❡tt❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
✜①❡r ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♥✐str❡s ❛tt❡♥❞✉s ❡t ❞❡ ❧❛ sé✈ér✐té
❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳

❈❡tt❡ ♣r✐♠❡ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é t❡❧ q✉❡
❧✬â❣❡ ❞✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❛ss✉r❛♥❝❡s ❛✉t♦✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ♥❡✉❢ ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t
♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐❝❡ ✐♥❝❡♥❞✐❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ s❛❧❛r✐❛❧❡ ❡♥ ❛❝❝✐❞❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
s✉r✈✐❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛ss✉r❛♥❝❡s s✉r ❧❛ ✈✐❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ t❛✉①
❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡t ❝✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té q✉✐ ❢♦r♠❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣rés❡♥t
♠é♠♦✐r❡✳

▲❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ r❛t✐♦ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès ❛✉ s❡✐♥
❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r✐♠❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ à
❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉① ❝❧✐❡♥ts✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❛✉① ❞❡
♠♦rt❛❧✐té✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛rrêt❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ✭❛♣♣❡❧é❡ ▲❈
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ♠♦♥tré ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❈ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❛❝✉♥❡s ❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐
❢❛✐t ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ s✉r ❧❡ s❡①❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❡♥tr❡
❧❡s ❤♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ❢❡♠♠❡s ✭❧❡s ❤♦♠♠❡s ❞é❝é❞❛♥t ♣❧✉s ❥❡✉♥❡ q✉❡ ❧❡s ❢❡♠♠❡s✱ ✈♦✐r ❬✾❪✮ ❡t ❡❧❧❡ ♥❡
t✐❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛②s ✈♦✐s✐♥s✳

❈❡s ❧❛❝✉♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ✓ ❆✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✔ ✭❛♣♣❡❧é ❆❈❋✲✶ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s

✶



✷

❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ✓ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r à
❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✔ ✭❛♣♣❡❧é ❆❈❋✲✷ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛②s✳

❊♥✜♥✱ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞✐t ✓ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦❤♦rt ❡①t❡♥s✐♦♥ ✔
✭❛♣♣❡❧é ❆❈❋❈✮ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❡♥✐r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣✲
♣❧✐q✉❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✱ ✐❝✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❇❡❧❣✐q✉❡
✲ ❋r❛♥❝❡ ✲ P❛②s✲❇❛s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘■▼❆✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❢❛✐t❡ ✈✐❛ ❧❡ t❡st ❞❡ ❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❡t ❞✉ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❛♥❛❧②sé❡s ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❡♥tr❡ ✷✵✶✽ ❡t ✷✵✻✵ ♣♦✉r ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷✱ t♦✉t ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ r❡♣r❡♥❞ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té
✈✐❛ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t②♣❡ ✓ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ✔✳ ■❧ ❛♥❛❧②s❡ ❛✐♥s✐ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ s✉r ❧❛ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❚❤é♦r✐❡✳

✷✳✶ ❚❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡t ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ r✐sq✉❡✳

❈♦♠♠❡ ✈✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❛ss✉r❛♥❝❡s s✉r ❧❛ ✈✐❡ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
s✉r✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬â❣❡✱ ❞✉
s❡①❡✱ ❞✉ ♣❛②s✱ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s♦❝✐♦✲é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ❡t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥❡
❛♥♥é❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❡t ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡r ❧✬❡①♣♦sé✱ ❧✬❛❝❝❡♥t ❡st
♠✐s s✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧✬â❣❡ ❡t ❧✬❛♥♥é❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r px(t)✱ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x s✉r✈✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬â❣❡ x+ 1 ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ ❝❛❧❡♥❞r✐❡r t✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝ès qx(t) ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x ❞❡ ♠♦✉r✐r ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ ❝❛❧❡♥❞r✐❡r t✳

P✉✐sq✉✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x s❡r❛ s♦✐t ✈✐✈❛♥t❡✱ s♦✐t ♠♦rt❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞é❝ès ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

px(t) = (1− qx(t)).

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ t✱ dx,t ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✬â❣❡ ① ❡♥ ✈✐❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ t✱ lx,t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝ès
❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

q̂x(t) =
dx,t
lx,t

.

▲❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té µx,t✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❝ès ✐♥st❛♥t❛♥é
❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x ❛✉ t❡♠♣s t✳ ■❧ ❡st ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

px(t) = exp(−

∫ t

0
µx,sds). ✭✷✳✶✮

❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ µx,s ❞❡✈r❛✐t ✈❛r✐❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❛✉①
✐♥st❛♥t❛♥é✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✈❛✐❧❧❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❡st ❢❛✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
♠♦rt❛❧✐té ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥ â❣❡ ❞♦♥♥é✳ P♦✉r 0 < ξ1, ξ2 < 1✱

µx+ξ1,t+ξ2 = µx,t

✸



✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P♦✐ss♦♥✳

❛✈❡❝ x ❡t t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥t✱ ❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡

px(t) = exp(−
t∑

i=0

µx,i).

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣ré❞✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ t❛r✐❢❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❛ss✉r❛♥❝❡s s✉r ❧❛ ✈✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r µx,t✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ r✐sq✉❡ ✭♥♦té❡ ❊❚❘ ✓ ❊①♣♦s✉r❡ ❚♦ ❘✐s❦ ✔ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✳ ▲✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉
r✐sq✉❡ à ❧✬â❣❡ x✱ ❞❡r♥✐❡r ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ t✱ ♥♦té❡ ETRx,t✱ ❡st ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ✈é❝✉
♣❛r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✬â❣❡ x ❞♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ t♦♠❜❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ ❝❛❧❡♥❞r✐❡r t✳

■❧ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ✭❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✺❪✱ s❧✐❞❡ ✶✵✷ ❡t ✶✵✸✮

µ̂x,t =
dx,t

ETRx(t)
.

▲❡s q✉❛♥t✐tés dx,t ❡t ETRx,t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✓ ❚❤❡ ❍✉♠❛♥
▼♦rt❛❧✐t② ❉❛t❛❜❛s❡ ✔✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❬✶✷❪✳ ❈❡ s♦♥t s✉r ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛♣♣✉✐❡
❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µx,t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛②s ❛♥❛❧②sé✱ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✓ ❉❡❛t❤s ✔ ❡t ✓ ❊①♣♦s✉r❡✲
t♦✲r✐s❦ ✔ ❞♦♥♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s dx,t ❡t ❧❡s ETRx,t✳

✷✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P♦✐ss♦♥✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r✳

▲❛ q✉❛♥t✐té dx,t ✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ t✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ✐♥t✉✐t✐✲
✈❡♠❡♥t ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ N(x, t)✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥ ✈✐❡ â❣é❡
❞❡ x ❛♥♥é❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❡t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ α(x, t) q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬â❣❡ x ❝♦♥s✐❞éré
❡t ❞✉ t❡♠♣s t✱

dx,t = N(x, t)α(x, t). ✭✷✳✷✮

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▲❡❡ ❡t ❈❛rt❡r ❬✶✽❪✱ ✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡
α(x, t) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ✸ ❢❛❝t❡✉rs ax✱Bx ❡t Kt✱ t♦✉s ré❡❧s✱

α(x, t) = eaxeBxKt = eax+BxKt .

❆✈❡❝ ✿
✖ ax ❝♦❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬â❣❡ s✉r ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❀
✖ Kt ❝♦❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❀
✖ Bx ❝♦❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬â❣❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Kt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s Bx s❡r❛ ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Kt s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t dx,t

N(x,t) = α(x, t) = eax+KtBx ✳ ❈❡ r❛t✐♦ ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té µx,t ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡
♥é♣ér✐❡♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t

ln(µx,t) = ax +BxKt. ✭✷✳✸✮



❚❤é♦r✐❡✳ ✺

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐t ♥❡ r❡♥❞ ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❧✐é❡s à ✉♥
â❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡rr❡✉r εx,t ∈ R q✉✐ ✈❛
✈❡♥✐r ❜r✉✐t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✵ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ σ2✱
εx,t✿N(0;σ2)✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs

ln(µx,t) = ax +BxKt + εx,t.

❙✉✐t❡ ❛✉ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❡♥ ❧✬ét❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s Bx ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α 6= 0 ❡t ❞✐✈✐s❡r ❧❡s Kt ♣❛r ❝❡tt❡
♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ❥❡✉ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s❡r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
❞❛♥s ❬✷✸❪ ❡t s♦♥t

∑

x

Bx = 1,
∑

t

Kt = 0.

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ P♦✐ss♦♥✳

❇✐❡♥ q✉❡ très ♣♦♣✉❧❛✐r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉❝✐s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❤♦♠♦s❝é❞❛st✐q✉❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥❝❡s
s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ❡t ♥❡ ❝♦❧❧❡ ♣❛s à ❧❛ ré❛❧✐té✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ s❡r❛ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐✱ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès dx,t ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
P♦✐ss♦♥ Dx,t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ = Ex,tµx,t✱

Dx,t ∽ Poisson(Ex,tµx,t) ✭✷✳✹✮

♦ù
✖ Ex,t ❡st ❧✬ETRx,t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❀
✖ µx,t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax✱ Bx ❡t Kt✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r f(x, λ) = Pλ(X = x) = e−λ λx

x! ✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ✭✷✳✹✮ ✈❛✉t

L(ax, Bx,Kt) =
∏

x,t

PEx,tµx,t(Dx,t = dx,t) =
∏

x,t

e−Ex,tµx,t
(Ex,tµx,t)

dx,t

dx,t!
.

▲❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ l(ax, Bx,Kt) ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

l(ax, Bx,Kt) = ln(
∏

x,t

e−Ex,tµx,t
(Ex,tµx,t)

dx,t

dx,t!
) =

∑

x,t

ln(e−Ex,tµx,t
(Ex,tµx,t)

dx,t

dx,t!
)

=
∑

x,t

(−Ex,tµx,t + ln((Ex,tµx,t)
dx,t)− ln(dx,t!)) =

∑

x,t

(−Ex,tµx,t + dx,tln(Ex,tµx,t)) + cst



✻ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✶✳

=
∑

x,t

(dx,tln(Ex,t)+dx,tln(µx,t)−Ex,tµx,t)+cst =
∑

x,t

(dx,tln(exp(ax+BxKt))−Ex,tµx,t)+cst.

❉✬♦ù ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡

l(ax, Bx,Kt) =
∑

x,t

[(dx,t(ax +BxKt)− Ex,texp(ax +BxKt))] + cst. ✭✷✳✺✮

✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✶✳

❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲♦❣✲P♦✐ss♦♥✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋ à ✶ ❢❛❝t❡✉r✱ ✈✐s❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❡♥tr❡ ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ❢❡♠♠❡s✳ ❈♦♠♠❡
✈✉ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❤♦♠♠❡s ♠❡✉r❡♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❥❡✉♥❡s q✉❡ ❧❡s ❢❡♠♠❡s✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✭i ❝♦❞❛♥t ❧❡
s❡①❡✱ ♠❛s❝✉❧✐♥ ♦✉ ❢é♠✐♥✐♥✮ ✿

✖ κt,i ❝♦❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡①❡ ❀
✖ bx,i ❝♦❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬â❣❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ κt,i ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡①❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ Kt ❡t Bx✱ ♣❧✉s bx,i s❡r❛ ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡
κt,i s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❡ réé❝r✐r❡

ln(µx,t,i) = ax,i +BxKt + bx,iκt,i. ✭✷✳✻✮

❙✉✐t❡ ❛✉ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❡♥ ❧✬ét❛t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♣♦✉r i ❂ ✶✱✷

∑

x

Bx = 1,
∑

t

Kt = 0

∑

x

bx,i = 1,
∑

t

κt,i = 0.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès dx,t,i ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé
♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Ex,t,iµx,t,i✱

Dx,t,i ∼ Poisson(Ex,t,iµx,t,i).

❖ù Ex,t,i ❡st ❧✬ETRx,t ❡t µx,t,i ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✻✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax,i✱ Bx✱ Kt✱ bx,i ❡t κt,i ✐❧ ❢❛✉t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✭✷✳✺✮✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

L(a,B,K, b, κ) =
∑

x,t,i

[dx,t,i(ax,i +BxKt + bx,iκt,i)− Ex,t,iexp(ax,i +BxKt + bx,iκt,i)] + cst.



❚❤é♦r✐❡✳ ✼

✷✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❞é❢❛✉t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r♦❝❤é à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲♦❣✲P♦✐ss♦♥ ✭♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡
❆❈❋✲✶✮✱ ❡st ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦rt❛❧✐tés ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t
✈♦✐s✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ♦♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✉♥ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
✈✐❡✱ ✉♥ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té s♦❝✐❛❧❡ ❡t ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs s♦❝✐♦✲
é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋ à ✷ ❢❛❝t❡✉rs✱
✈✐s❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ré❣✐♦♥s ✭✈♦✐r
❬✶✾❪✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✭j ❝♦❞❛♥t ❧❡ ♣❛②s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡✱ ❋r❛♥❝❡ ♦✉ P❛②s✲❇❛s✮ ✿

✖ κt,i,j ❝♦❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡①❡ ❡t ❞✉ ♣❛②s ❞❡
rés✐❞❡♥❝❡ ❀

✖ bx,i,j ❝♦❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬â❣❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ κt,i,j ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡①❡ ❡t ❞✉ ♣❛②s
❞❡ rés✐❞❡♥❝❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ Kt ❡t Bx✱ ♣❧✉s bx,i,j s❡r❛
❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ κt,i,j s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡

ln(µx,t,i,j) = ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j . ✭✷✳✼✮

P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ✐ ❂ ✶✱✷ ❡t ♣♦✉r ❥ ❂ ✶✱✷✱✸

∑

x

Bx = 1,
∑

t

Kt = 0,
∑

x

bx,i = 1,
∑

t

κt,i = 0,
∑

x

bx,i,j = 1,
∑

t

κt,i,j = 0.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès dx,t,i ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé
♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Ex,t,i,jµx,t,i,j ✱

Dx,t,i,j ∼ Poisson(Ex,t,i,jµx,t,i,j).

❆✈❡❝ Ex,t,i,j ❡st ❧✬ETRx(t) ❡t µx,t,i,j ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✼✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax,i,j ✱ Bx✱ Kt✱ bx,i✱ κt,i✱ bx,i,j ❡t κt,i,j ✐❧ ❢❛✉t ♠❛①✐✲

♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

L(a,B,K, b, κ) =

∑

x,t,i,j

[dx,t,i,j(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j)− Ex,t,i,jexp(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j)]+cst.

✷✳✺ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬✶✾❪ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛t✐♦♥ ❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡✳ ❯♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ♥é❡s ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡ ❡t q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡



✽ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝
✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s✳

❈❡t ❡✛❡t ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬✾❪✳ ■❧ ❡st ❢♦rt ♠❛rq✉é ❛✉ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐ ♦ù ❧❡s ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥s ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✺✲✶✾✹✺ ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦rt❛❧✐té✳ P❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t
❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❤♦rt❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❣❛r❡tt❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❝♦♠♠✉♥❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡ ❣✉❡rr❡✱ ❛ ♣r♦✈♦q✉é ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❞❡s ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✈❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ s✉r ❝❡s ❡✛❡ts ♥é❢❛st❡s ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❞✐♠✐♥✉é ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ré❣✐♠❡ ❛❧✐♠❡♥t❛✐r❡ ✭❞û
❛✉① ♣r✐✈❛t✐♦♥s ❞✬❛♣rès✲❣✉❡rr❡✮✱ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♦❝✐❛❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s♦✐♥s ❞❡ s❛♥té ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ s✉r♠♦rt❛❧✐té ❞❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s✉✐✈❛♥t❡s ✭❞✉❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t s❡❝♦♥❞❡ ❣✉❡rr❡
♠♦♥❞✐❛❧❡✮ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r♦♣✐❝❡s à ❝ré❡r ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉ss✐
♠❛rq✉é❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱ gh,i q✉✐ ❝♦❞❡ ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❝♦❤♦rt❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡①❡ i✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ h = t− x

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

ln(µx,t,i,j) = ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j + gh,i. ✭✷✳✽✮

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✷✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡r

∑

x

Bx = 1,
∑

t

Kt = 0,
∑

x

bx,i = 1,
∑

t

κt,i = 0

∑

x

bx,i,j = 1,
∑

t

κt,i,j = 0,
∑

h

gh,i = 0.

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès dx,t,i,j ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
Ex,t,i,jµx,t,i,j ✱

Dx,t,i,j ∼ Poisson(Ex,t,i,jµx,t,i,j).

❆✈❡❝ Ex,t,i,j ❡st ❧✬ETRx,t ❡t µx,t,i,j ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✽✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax✱ Bx✱ Kt✱ bx,i✱ κt,i✱ bx,i,j ✱ κt,i,j ❡t gh,i ✐❧ ❢❛✉t

♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r

L(a,B,K, b, κ, g) =
∑

x,t,i,j,h=x−t

[dx,t,i,j(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j + gh,i)

−Ex,t,i,jexp(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j + gh,i)]+cst.

❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡✉rs rés♦❧✉t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❝❛♣✐t❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✈✉s ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❡✉rs
rés♦❧✉t✐♦♥s✱ ❢♦r❝é♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✱ s❡r❛ tr❛✐té❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✓ ❚❤❡ ❍✉♠❛♥ ▼♦rt❛❧✐t② ❉❛t❛❜❛s❡ ✔
❬✶✷❪✳ ❊♠❛♥❛♥t ❞❡s ✉♥✐✈❡rs✐tés ❞❡ ❇❡r❦❡❧❡② ✭❯❙❆✮ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t ▼❛① P❧❛♥❝❦ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞é♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❘♦st♦❝❦ ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❣r❛t✉✐t❡
❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣❛②s ♣❛r ♣❛②s✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❝❤✐✛r❡s
❞❡ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t ♦✣❝✐❡❧s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛②s ❡t ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès dx,t ❡t ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ r✐sq✉❡ ETRx,t✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs
ét❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ♣❛r ♣❛②s ❡t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ sé♣❛ré♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s✱
q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❣ré❣é❡✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té à ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛②s ✭❧❡s ❞♦♥♥é❡s ét❛♥t t♦✉t❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛t✮✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❍▼❉
s♦♥t ✉♥ très ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s✉r ❧❡sq✉❡❧ s❡ ❜❛s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶✽✺✵ à ✷✵✶✽ ♣♦✉r tr♦✐s ♣❛②s ✿ ❧❛
❇❡❧❣✐q✉❡✱ ❧❡s P❛②s✲❇❛s ❡t ❧❛ ❋r❛♥❝❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✐❝✐ ♦♥t été ❡①tr❛✐t❡s ❞✉ s✐t❡ ❬✶✷❪ ❡♥
s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✷✵✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈✉s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘ ❡t ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

➶❣❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✶✵✵ ❛♥s✳

▲❡s ❣r❛♥❞s â❣❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣♦s❡r ❞❡s s♦✉❝✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣♦✉r
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ x, t ❡t q✉❡ ✭✈♦✐r ✸✳✷✳✸ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮ Ex,t = ETRx,t = 0✱ ❛❧♦rs d̂ = 0 = f ′✱
❡t ❝❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ❡st
❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✓ ◆♦t ❆ ◆✉♠❜❡r ✔ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r ✵✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❍▼❉ ❛✐❧❧❡♥t ❞❡ ✵ à ✶✶✵ ❛♥s✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❡
ét✉❞❡ ❝♦✉✈r❡ ✶✵✶ â❣❡s✱ ❞❡ ✵ à ✶✵✵ ❛♥s✳

❆♥♥é❡s ét✉❞✐é❡s✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❍▼❉ s♦✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✽✺✵
❡t ✷✵✶✽ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♣❛②s ét✉❞✐és✱ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉✈r❛♥t
❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸ ✐♥❝❧✉❡s✳

✾



✶✵ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❛♥♥é❡s ❛✈❛♥t ✶✾✹✻ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ à ❝❛✉s❡
❞❡s ❞❡✉① ❣✉❡rr❡s ♠♦♥❞✐❛❧❡s✳ ❉✉r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❣✉❡rr❡s✱ ❧❡s ♣❛②s ét✉❞✐és ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥ s✉r❝r♦ît
❞❡ ♠♦rt❛❧✐té q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛✐① ❡t q✉✐ ♣❡✉t ❢❛✉ss❡r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉t✉r❡✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✬❛rrêt❡ à ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✸ ❝❛r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❤♦rt❡s✳

▲❡s ❝♦❤♦rt❡s x s✬ét❛❧❡♥t s✉r ✶✵✶ ❛♥♥é❡s ❡t ❧❡s ❛♥♥é❡s t s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✻✽✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦❤♦rt❡s h = t− x ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r (tmax − xmin)− (tmin − xmax) + 1 = 168✳

✸✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❈♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ② s♦♥t ♣rés❡♥tés✱
✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s✳ ▼❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
r❡✈✐❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ s❛ ❞ér✐✈é❡✱ ♦r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❛✉r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❛✉ ✈✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥ ❥❡✉✳

✸✳✷✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❬✺✱ ✶✾✱ ✷✸❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲
❘❛♣❤s♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✳

❈♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x)✱ s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

T 1
f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

x ét❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐♥❝♦♥♥✉✮ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❡t x0 ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡✳ ■❞é❛❧❡♠❡♥t x0 ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r x✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ f(x) ⋍
T 1
f(x)✳
❈❤❡r❝❤❡r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à s♦❧✉t✐♦♥♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

0 = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

■s♦❧❡r x ❞♦♥♥❡

x = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

▲❡ ♥♦♠❜r❡ x ❛✐♥s✐ tr♦✉✈é ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x)
é✈❛❧✉é❡ ❡♥ x0✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ x ♥✬❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) ♣✉✐sq✉❡
❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ r❛❝✐♥❡ α ❝❤❡r❝❤é❡ ✭❬✷✷❪✮✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs α ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❡t ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
.

❙✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡ α ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❡st ✐s♦❧é❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (xk)kǫN ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs α✳



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✶✶

✭❝❡tt❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❬✶✶❪✮

✸✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P♦✐ss♦♥✳

❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ax✱ fax ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ax

fax =
∂L(a,B,K)

∂ax
=

∑

t

∂(Dx,t(ax +BxKt)− Ex,texp(ax +BxKt))

∂ax
=

∑

t

Dx,t−Ex,texp(ax+BxKt).

❙❛ ❞ér✐✈é❡ f ′(x) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

f ′
ax

=
∑

t

∂(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))

∂ax
= −

∑

t

Ex,texp(ax +BxKt).

❊t ❧❡ ❧✐❡♥ ✐tér❛t✐❢ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

ak+1
x = akx −

∑
t

(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))

−
∑
t

Ex,texp(ax +BxKt)
.

▲❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♠❡♥é ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t fBx❡t fKt à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à Bx❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Kt

fBx =
∑

t

∂(Dx,t(ax +BxKt)− Ex,texp(ax +BxKt))

∂Bx
=

∑

t

(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))Kt.

fKt =
∑

x

∂(Dx,t(ax +BxKt)− Ex,texp(ax +BxKt))

∂Kt
=

∑

x

(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))Bx.

▲❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r

f ′
Bx

=
∑

t

∂(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))Kt

∂Bx
= −

∑

t

Ex,texp(ax +BxKt)(Kt)
2.

f ′
Kt

=
∑

x

∂(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))Bx

∂Kt
= −

∑

x

Ex,texp(ax +BxKt)(Bx)
2.



✶✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❊t ❧❡ ❧✐❡♥ ✐tér❛t✐❢ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

Bk+1
x = Bk

x −

∑
t

(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))Kt

−
∑
t

Ex,texp(ax +BxKt)(Kt)2
.

Kk+1
t = Kk

t −

∑
x

(Dx,t − Ex,texp(ax +BxKt))Bx

−
∑
x

Ex,texp(ax +BxKt)(Bx)2
.

✸✳✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s d̂✱D ❡t E s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ✿

d̂ D

▲♦❣✲P♦✐ss♦♥ Ex,texp(ax +BxKt) Dx,t

❆❈❋✲✶ Ex,t,iexp(ax,i +BxKt + bx,iκt,i) Dx,t,i

❆❈❋✲✷ Ex,t,i,jexp(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j) Dx,t,i,j

❆❈❋❈ Ex,t,i,jexp(ax,i,i +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j + gh,i) Dx,t,i,j

▲❡s ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ s❡ réé❝r✐r❡ ✿

❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲♦❣✲P♦✐ss♦♥
∑
x,t

D(ax +BxKt)− d̂+ cst

❆❈❋✲✶
∑
x,t,i

D(ax,i +BxKt + bx,iκt,i)− d̂+ cst

❆❈❋✲✷
∑

x,t,i,j

D(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j)− d̂+ cst

❆❈❋❈
∑

x,t,i,j,h=t−x

D(ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j + gh,i)− d̂+ cst

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fα, ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ′

α ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲♦❣✲P♦✐ss♦♥✳

α ❢ ❢✬ ❢♦r♠✉❧❡ ✐tér❛t✐✈❡

ax
∑
t

(D − d̂) −
∑
t

d̂ ak+1
x = akx −

∑
t

(D−d̂)

−
∑
t

d̂

Bx

∑
t

(D − d̂)Kt −
∑
t

d̂K2
t Bk+1

x = Bk
x −

∑
t

(D−d̂)Kt

−
∑
t

d̂K2
t

Kt

∑
x

(D − d̂)Bx −
∑
x

d̂B2
x Kk+1

t = Kk
t −

∑
x

(D−d̂)Bx

−
∑
x

d̂B2
x



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✶✸

❆❈❋✲✶✳

α ❢ ❢✬ ❢♦r♠✉❧❡ ✐tér❛t✐✈❡

ax,i
∑
t,i

(D − d̂) −
∑
t,i

d̂ ak+1
x,i = akx,i −

∑
t

(D−d̂)

−
∑
t

d̂

Bx

∑
t,i

(D − d̂)Kt −
∑
t,i

d̂K2
t Bk+1

x = Bk
x −

∑
t,i

(D−d̂)Kt

−
∑
t,i

d̂K2
t

Kt

∑
x,i

(D − d̂)Bx −
∑
x,i

d̂B2
x Kk+1

t = Kk
t −

∑
x,i

(D−d̂)Bx

−
∑
x,i

d̂B2
x

bx,i
∑
t

(D − d̂)κt,i −
∑
t

d̂κ2t,i bk+1
x,i = bkx,i −

∑
t

(D−d̂)κt,i

−
∑
t

d̂κ2

t,i

κt,i
∑
x

(D − d̂)bx,i −
∑
x

d̂b2x,i κk+1
t,i = κkt,i −

∑
x

(D−d̂)bx,i

−
∑
x

d̂b2x,i

❆❈❋✲✷✳

α ❢ ❢✬ ❢♦r♠✉❧❡ ✐tér❛t✐✈❡

ax,i,j
∑
t,i,j

(D − d̂) −
∑
t,i,j

d̂ ak+1
x,i,j = akx,i,j −

∑
t

(D−d̂)

−
∑
t

d̂

Bx

∑
t,i,j

(D − d̂)Kt −
∑
t,i,j

d̂K2
t Bk+1

x = Bk
x −

∑
t,i,j

(D−d̂)Kt

−
∑
t,i,j

d̂K2
t

Kt

∑
x,i,j

(D − d̂)Bx −
∑
x,i,j

d̂B2
x Kk+1

t = Kk
t −

∑
x,i,j

(D−d̂)Bt

−
∑
x,i,j

d̂B2
t

bx,i
∑
t,j

(D − d̂)κt,i −
∑
t,j

d̂κ2t,i bk+1
x,i = bkx,i −

∑
t,j

(D−d̂)κt,i

−
∑
t,j

d̂κ2

t,i

κt,i
∑
x,j

(D − d̂)bx,i −
∑
x,j

d̂b2x,i κk+1
t,i = κkt,i −

∑
x,j

(D−d̂)bx,i

−
∑
x,j

d̂b2x,i

bx,i,j
∑
t

(D − d̂)κt,i,j −
∑
t

d̂κ2t,i,j bk+1
x,i,j = bkx,i,j −

∑
t

(D−d̂)κt,i,j

−
∑
t

d̂κ2

t,i,j

κt,i,j
∑
x

(D − d̂)bx,i,j −
∑
x

d̂b2x,i,j κk+1
t,i,j = κkt,i,j −

∑
x

(D−d̂)bx,i,j

−
∑
x

d̂b2x,i,i



✶✹ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❆❈❋❈✳

α ❢ ❢✬ ❢♦r♠✉❧❡ ✐tér❛t✐✈❡

ax,i,j
∑
t,i,j

(D − d̂) −
∑
t,i,j

d̂ ak+1
x,i,j = akx,i,j −

∑
t,i,j

(D−d̂)

−
∑
t,i,j

d̂

Bx

∑
t,i,j

(D − d̂)Kt −
∑
t,i,j

d̂K2
t Bk+1

x = Bk
x −

∑
t,i,j

(D−d̂)Kt

−
∑
t,i,j

d̂K2
t

Kt

∑
x,i,j

(D − d̂)Bx −
∑
x,i,j

d̂B2
x Kk+1

t = Kk
t −

∑
x,i,j

(D−d̂)Bt

−
∑
x,i,j

d̂B2
t

bx,i
∑
t,j

(D − d̂)κt,i −
∑
t,j

d̂κ2t,i bk+1
x,i = bkx,i −

∑
t,j

(D−d̂)κt,i

−
∑
t,j

d̂κ2

t,i

κt,i
∑
x,j

(D − d̂)bx,i −
∑
x,j

d̂b2x,i κk+1
t,i = κkt,i −

∑
x,j

(D−d̂)bt,i

−
∑
x,j

d̂b2t,i

bx,i,j
∑
t

(D − d̂)κt,i,j −
∑
t

d̂κ2t,i,j bk+1
x,i,j = bkx,i,j −

∑
t

(D−d̂)κt,i,j

−
∑
t

d̂κ2

t,i,j

κt,i,j
∑
x

(D − d̂)bx,i,j −
∑
x

d̂b2x,i,j κk+1
t,i,j = κkt,i,j −

∑
x

(D−d̂)bx,i,j

−
∑
x

d̂b2x,i,i

gh,i
∑

x,t,j,t−x=h

D − d̂ −
∑

x,t,j,t−x=h

d̂ gk+1
h,i = gkh,i −

∑
x,t,j,t−x=h

D−d̂

−
∑

x,t,j,t−x=h

d̂

g∗h,i
∑

x,t,j,t−x=h

ωx,t(D − d̂) −
∑

x,t,j,t−x=h

d̂ gk+1
h,i = gkh,i −

∑
x,t,j,t−x=h

ωx,t(D−d̂)

−
∑

x,t,j,t−x=h

d̂

▲❡s ❝♦❤♦rt❡s ♣♦ssé❞❛♥t ♣❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♥✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❡t r✐sq✉❡♥t ❞✬❛♣♣♦rt❡r
❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❞és✐ré❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r gh,i✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈ ✈❛
✉t✐❧✐s❡r g∗h,i✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ωx,t ❛ été r❛❥♦✉té ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ à
❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❛✜♥ ❞❡ ♥❡✉tr❛❧✐s❡r ❧❡s ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❡t ❧❡s ✺ ❞❡r♥✐èr❡s
❝♦❤♦rt❡s✳ ➚ ❝❡t ❡✛❡t✱ ωx,t = 0 ♣♦✉r h ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 164, 165, 166, 167, 168} ❡t ωx,t = 1 ♣♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h✳

✸✳✷✳✹ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✳

❆✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❛♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈✐❛♥❝❡✳

▲❛ ❞é✈✐❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
s❛t✉ré ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r s♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮ ❡t ❧❛
❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❬✶✾❪✮✳ l ét❛♥t ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
❡t lsat ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛t✉ré ✿

l =
∑

d · ln(d̂)− d̂.

lsat =
∑

d · ln(d)− d.

❊t ❧❛ ❞é✈✐❛♥❝❡ ✈❛✉t



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✶✺

Dév = 2
∑

(d · ln(d)− d− d · ln(d̂) + d̂ = 2
∑

(d · ln(
d

d̂
)− d+ d̂).

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ✿

❉é✈✐❛♥❝❡

▲♦❣✲P♦✐ss♦♥ 2
∑
x,t

(dx,t · ln(
dx,t
ˆdx,t
)− dx,t + d̂x,t)

❆❈❋✲✶ 2
∑
x,t,i

(dx,t,i · ln(
dx,t,i

d̂x,t,i
)− dx,t,i + d̂x,t,i)

❆❈❋✲✷ 2
∑

x,t,i,j

(dx,t,i,j · ln(
dx,t,i,j

d̂x,t,i,j
)− dx,t,i,j + d̂x,t,i,j)

❆❈❋❈ 2
∑

x,t,i,j,h=x−t

(dx,t,i,j · ln(
dx,t,i,j

d̂x,t,i,j
)− dx,t,i,j + d̂x,t,i,j)

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❧❛ ❞é✈✐❛♥❝❡ ❡t ✈ér✐✜❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❛ ❞é✈✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ k + 1 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ k ❡t s✬❛rrêt❡ ❞ès q✉❡ |Dévk+1 −Dévk| < 0, 01✳
❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✵✱✵✶✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❛
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é✈✐❛♥❝❡ ❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✻✳✵✵✵ ✭✈♦✐r ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ✸✳✸✮
❡t 0,01

6000 ≤ 10−5✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s q✉❡ s✉✣s❛♥t✳

✸✳✷✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✺ ét❛♣❡s✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❬✷✸❪✳

➱t❛♣❡ ✵ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s x, t, i, j, h = t− x

âx,i,j =
1
t

∑
t

ln(mx,t,i,j) B̂x = b̂x,i = b̂x,i,j = 1/101

K̂t = κ̂t,i = κ̂t,i,j = 0 gh,i = 0
✳

➱t❛♣❡ ✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ âx,i,j + B̂xK̂t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✳✷✳✸✳ ❙✬ârr❡t❡r
à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❣✲P♦✐ss♦♥✳

➱t❛♣❡ ✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ b̂x,iκ̂t,i à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✳✷✳✸✳ ❙✬ârr❡t❡r à ❝❡tt❡
ét❛♣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✶✳

➱t❛♣❡ ✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ g∗h,i à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✳✷✳✸✳ ◆❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳

➱t❛♣❡ ✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ b̂x,i,j κ̂t,i,j à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✳✷✳✸✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡
❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈ s✐ ❧✬ét❛♣❡ ✸ ❛ été ❢❛✐t❡ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ s✐ ❡❧❧❡ ❛ été s❛✉té❡✳



✶✻ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✲ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐❞❡♥❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✉♣❞❛t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡t ✉♣❞❛t❡ s❡
❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

K̃t =
(
K̂t −K

) x101∑

x=x1

B̂x

B̃x =
B̂x

x101∑
x=x1

B̂x

α̃x,i,j = α̂x,i,j + B̂xK

❆✈❡❝

✖ K =
68∑
t=1

K̂t ❀

✖ K̂t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ K̂t✱ κ̂t,i ♦✉ κ̂t,i,j ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❀
✖ B̂x q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ B̂x✱ b̂x,i ♦✉ b̂x,i,j ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❀

❈❡tt❡ ✉♣❞❛t❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

f(x, t) = âx,i,j + B̂xK̂t ✭✸✳✶✮

❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❛♥t ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♣❞❛t❡ ❛ss♦❝✐é❡

f(x, t) = α̃x,i,j + B̃xK̃t

f(x, t) = α̂x,i,j + B̂xK +
B̂x

x101∑
x=x1

B̂x

·
(
K̂t −K

) x101∑

x=x1

B̂x

f(x, t) = α̂x,i,j + B̂xK + B̂xK̂t − B̂xK

f(x, t) = âx,i,j + B̂xK̂t

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❡t ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té✳

✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✲ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳

▲❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉✈r❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸ ✐♥❝❧✉❡s✳ ▲❡s
❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽ s❡r✈✐r♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✶✼

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛♥❝❡✳

❱♦✐❝✐ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❞é✈✐❛♥❝❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❈❋✳

❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax,i,j ✱ Bx✱ Kt✱ bx,i✱ κt,i✱ bx,i,j ✱ κt,i,j ❡t gh,i ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳



✶✽ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✲ ▼♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✶✾



✷✵ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

✸✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❝❛❧✐❜rés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té
µx,t,i,j ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♠♦❞é❧✐sés ✿ ax,i,j ✱ Bx✱ Kt✱ bx,i✱ κt,i✱ bx,i,j ✱ κt,i,j ❡t gh,i✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r✈✐❡ px(t) s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s −µx,t,i q✉✐
❡✉①✲♠ê♠❡s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠♦❞é❧✐sés✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞♦♥❝ ✿

px(t) ∝ −µx,t,i,j ∝ −
(
ax,i,j +BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j + g∗h,i

)
.

P❧✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t é❧❡✈és✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t
❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡
❝❛r ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛♥❣❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦❞✉✐t s✉r px(t)✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡st ✜①é ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ✭❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞❡
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✮ t❛♥❞✐s q✉❡ s✬✐❧ ❡st ✜①é ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ✭❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✮✳

❈❡s r❡♠❛rq✉❡s ét❛♥t ❢❛✐t❡s✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳

✖ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax,i,j ✱ Bx ❡t Kt s♦♥t ❧✐ssés✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛ ré❛❧✐té ✭❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ré❡❧❧❡s ét❛♥t ❡rr❛t✐q✉❡s✮ ♠❛✐s ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧à ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡①❡ ❡t ❞✉ ♣❛②s ❡t ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❛tt❛❝❤❡r ❧❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦❝✐ét❛✉①✳

✖ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ax,i,j ❝r♦✐ss❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♠♦rt❛❧✐té ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❛✈❡❝
❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬â❣❡✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ax,i,j ✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♠♦rt❛❧✐té ✐♥❢❛♥t✐❧❡ ✭♠♦rt❛❧✐té ❞❡s ❡♥❢❛♥ts
❞❡ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ❛♥✮✳ ❈❡tt❡ ♠♦rt❛❧✐té é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞é❝r♦ît ❥✉sq✉✬à
✶✶✲✶✷ ❛♥s✱ tr❛♥❝❤❡ ❞✬â❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝è❞❡ ❧❡ ♠♦✐♥s✳

✖ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ax,i,j ✱ ❧❡ ✓ ♣✐❝ ❞❡s ✷✵ ❛♥s ✔ ❡st ❜✐❡♥ ♣rés❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ♣❡♥t❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡♥tr❡ ✶✺ ❡t ✷✵ ❛♥s q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ s✉r♠♦rt❛❧✐té à ❝❡s â❣❡s✲❧à✳
❈❡tt❡ s✉r♠♦rt❛❧✐té ❡st ❞✉❡ à ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❞✉s à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❡t
à ❞❡s ❛❝t❡s ✐♥❝♦♥s❝✐❡♥ts✱ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧✐és à ❝❡tt❡ tr❛♥❝❤❡ ❞✬â❣❡✳
➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ♣❧✉s ♣rés❡♥t ❝❤❡③ ❧❡s ❤♦♠♠❡s q✉❡ ❝❤❡③ ❧❡s ❢❡♠♠❡s✱ ❡t
q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❜✐❡♥ r❡✢été ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ax,i,j ✳ ✭✈♦✐r ❬✷❪✮

✖ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt ❞✐♠✐♥✉❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s
❛♥♥é❡s q✉✐ ♣❛ss❡♥t✱ à â❣❡ ❝♦♥st❛♥t✳

✖ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Bx ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡
✈✐❡✐❧❧✐t✱ ♠♦✐♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ Kt s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ❥❡✉♥❡s ♣r♦✜t❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ✈✐❡ q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♣❧✉s
â❣é❡s✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ â❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ à ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡s â❣❡s✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ Kt

s✉r ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ré♣❡r❝✉ss✐♦♥ s✉r t♦✉s ❧❡s â❣❡s✱ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡
❞é♣❛ss❡r ❧✬â❣❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥st❛ts ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❛✉ s❡✐♥
❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛✐r ❞❡ t♦✉r♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ✷✶

♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❧❛ ré❛❧✐té ❛✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❝♦❤ér❡♥ts✱ ✐❧s
r❡♥❞❡♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛ssé❡s ❡t ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té✳

❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s g∗h,i✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦❤♦rt❡s g∗h,i ❡st ❢❛✐t❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ❡♥
✷✳✺ ♣❡✉t êtr❡ ré♣♦♥❞✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ tr✐♦ ❇❡❧❣✐q✉❡✲❋r❛♥❝❡✲P❛②s✲❇❛s ♣rés❡♥t❡ ✉♥
❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❛✉ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s g∗h,1 ❡t g∗h,2 ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
❡✛❡t ❝♦❤♦rt❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s ♥é❡s ❡♥tr❡ ✰✲ ✶✾✸✵ ❡t ✰✲ ✶✾✹✼✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ♣❧✉s ❜❛ss❡ q✉❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t ❡t q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té
♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ♥é❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡
❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐ s✉✐t ❝❡ ❝r❡✉① ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡✱ ❡✛❡t q✉✐
♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❝❤❡③ ❧❡s ❤♦♠♠❡s✳

■❧ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s à ❧❛ ♠ê♠❡
♣ér✐♦❞❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡✛❡t ❝♦❤♦rt❡ ❛✉ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ❬✷✸❪✳ ❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱
❝♦✉✈r❛♥t ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s ♥é❡s ❡♥tr❡ ✶✾✷✺ ❡t ✶✾✹✺✱ ♠♦♥tr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r✲
t❛❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣ér✐♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s✉✐✈❛♥t❡s✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s♦❝✐♦✲é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡
❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❧✬❛①❡ ❇❡❧❣✐q✉❡✲❋r❛♥❝❡✲P❛②s✲❇❛s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝❡r♥❡r
❧❡s ❝❛✉s❡s ❡t ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❞é♣❛ss❛♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡
♠é♠♦✐r❡✱ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s tr❛✐té❡ ✐❝✐✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡✱ ♣❧✉s ❧é❣❡r ❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❤♦♠♠❡s✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♣rés❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s ♥é❡s ❡♥tr❡ ✰✲ ✶✽✼✺ ❡t ✰✲ ✶✽✾✺✳ ▲❛ ♠ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦sé❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡✛❡t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s❡ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ à s❛✈♦✐r✱ q✉❡❧s
s♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦❝✐♦✲é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❄ ❯♥❡ ♣ér✐♦❞❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡①✐st❡✲t✲❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐ ❄

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s g∗h,i ❡st ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s
❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✷✵ ❛♥s✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t s❡r❛ tr❛✐té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳



✷✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ❞❡ s❛✈♦✐r ❧❡sq✉❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦❤ér❡♥t❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡✱
q✉❛♥t✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥t✐èr❡té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s❝r✐♣t✐❢s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛❜♦r❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(p, d, q)✮ ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧❡s à ❧❡✉rs ❛♥❛❧②s❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋❈ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s
♣r♦❥❡t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ♣r♦❥❡té❡s ❡t ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s
❞❡ ✈✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✈✐❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥✳

➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋❈ ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭▲❈✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é ♣❛r♠✐ ❝❡✉①
❞é✈❡❧♦♣♣és ✭❆❈❋❈✮✳

P♦✉r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❝♦♠♣r✐s❡s
❡♥tr❡ ✶✾✼✵ ❡t ✷✵✶✸ ❡t ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr♦♣ ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s
s❝❤é♠❛s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣✉❡rr❡s ♠♦♥❞✐❛❧❡s ♦✉ ❞❡ ❣r♦ss❡s é♣✐❞é♠✐❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠❛♥q✉❛♥t❡s✴♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉❛♥❞ ❧✬♦♥ r❡♠♦♥t❡ tr♦♣ ❧♦✐♥ ❞❛♥s
❧❡s ❛♥♥é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✶✹✲✶✾✶✽ s♦♥t ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡✮✳

P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳

✹✳✶ ❚❤é♦r✐❡ s✉r ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

❯♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① sér✐❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣rés❡♥t❛♥ts ✉♥ ✈♦❧❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❛♥tér✐❡✉rs✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt✱ κt,i✱ κt,i,j ❡t g∗h,i
s♦♥t ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s q✉❛tr❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ✭h ét❛♥t ❞♦♥♥é
♣❛r t− x✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡st ♣rés✉♣♣♦sé ✉♥ ❧✐❡♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧✐❜rés✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s✲
♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦❥❡t❡r ❝❡s sér✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s

✷✸



✷✹ ❚❤é♦r✐❡ s✉r ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

❞✬❛♥❛❧②s❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✓ ❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐✈❡ ✕ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ✕ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡ ✔ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❇♦①✲❏❡♥❦✐s ❬✹❪✱ ❞✐t ♠♦❞è❧❡
ARIMA(p, d, q)✳

P❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ (Yt)t∈N✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(p, 0, q) q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡
❝❡tt❡ sér✐❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

Yt = µ+

p∑

i=1

ϕiYt−i+

q∑

i=0

θiǫt−i, ∀t ∈ N ✭✹✳✶✮

♣♦✉r p✱q ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t µ✱ ϕi ❡t θi ❞❡s ré❡❧s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❛✈❡❝θ0 = 1 ❡t ǫt q✉✐ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝✳

➱t❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❡st ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ t②♣❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ é❣❛❧❡ à ✵ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ σ2✱ ǫt ∼ N(0, σ2)✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st très ✉t✐❧❡ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ❧❡s s❛✉ts ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

✹✳✶✳✶ P❛rt✐❡ ■✭❞✮ ✲ ❉✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘■▼❆ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ s♦✐t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ s♦✐❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥st❛♥ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳
❖r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❛♥❛❧②sé❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞✬♦r✐❣✐♥❡ Yt ♣❛r ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s Zt ❡t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❝❡❝✐ ❞❛♥s
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ Zt ❛✐t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❝♦♥st❛♥t❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r d = 1✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s

Zt = Yt − Yt−1 = µ+ ǫt, ∀t ∈ N.

P♦✉r d = 2✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s

Zt = (Yt − Yt−1)− (Yt−1 − Yt−2) = Yt − 2Yt−1 − Yt−2 = µ+ ǫt, ∀t ∈ N.

❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ d✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❞éq✉❛t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥s ❢❛✐t ❛✜♥ q✉❡ Zt s♦✐t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ sér✐❡
♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡r♠❡s AR(p) ❡t MA(q) ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡t ❛✐♥s✐ s✉✐✈r❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ARIMA(p, 0, q) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✱ Zt r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ Yt✳

✹✳✶✳✷ P❛rt✐❡ ❆❘✭♣✮ ✲ ❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❆✉t♦❘é❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(p, d, q)✱ ♥♦té❡ ARIMA(p, 0, 0) ♦✉ AR(p)
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Yt =

p∑

i=1

ϕiYt−i + ǫt

♦ù ǫt ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✷✺

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❛❧é❛t♦✐r❡ ǫt st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ϕi ét❛♥t
✉♥ ré❡❧ q✉✐ ♣♦♥❞èr❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ Yt−i ❞❛♥s ❧❡ Yt ❝❛❧❝✉❧é✳

P❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ♣❛ssé ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ sér✐❡✳

✹✳✶✳✸ P❛rt✐❡ ▼❆✭q✮ ✲ ▼♦②❡♥♥❡ ▼♦❜✐❧❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ▼♦②❡♥♥❡✲▼♦❜✐❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(p, d, q)✱ ♥♦té❡ ARIMA(0, 0, q) ♦✉ MA(q)
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Yt = µ+

q∑

i=0

θiǫt−i

♦ù ǫt ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❧❡s θi s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ❡t θ0 = 1✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ✢✉❝t✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ µ✳ ▲❛

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡st✐♠❡r Yt ❡st ❛❧♦rs ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❛♥tér✐❡✉rs ǫt−i✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts Yt s♦♥t ❞✐s♣❡rsés ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
µ✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ▼♦②❡♥♥❡ ▼♦❜✐❧❡ ✔✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ϕi ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ AR(p)✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θi ✈✐❡♥t ♣♦♥❞ér❡r ❧❡ ♣♦✐❞s
❞❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫt ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Yt✳ P❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ q ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱
♣❧✉s ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❛♥tér✐❡✉rs s❡r❛ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

✹✳✶✳✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘■▼❆ ✭♣✱q✱❞✮✳

▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❛ sér✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❛❞éq✉❛t ❞❡ ❢♦✐s ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧❛ ❢❛✐t✱ ❧❛ sér✐❡ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬❆✉t♦✲❘é❣r❡ss✐♦♥ AR(p) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ▼♦②❡♥♥❡ ▼♦❜✐❧❡
MA(q)✱ ❝❡ q✉✐ r❡❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✹✳✶✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(p, 0, q)✳

✹✳✷ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ARIMA q✉❡ s✉✐t ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❞❡ s❛✈♦✐r
q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p✱ d ❡t q q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s Kt✱ κt,i✱ κt,i,j ❡t
g∗h,i✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿

✖ ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ ❧❛ sér✐❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧✬❛❧❧✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ✈✐❛ ❧❡ t❡st ❞❡ ❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭♥♦té❡ ❆❈❋ ♣♦✉r ❆✉t♦❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ❡t
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭♥♦té❡ P❆❈❋ ♣♦✉r P❛rt✐❛❧ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❋✉♥❝t✐♦♥✮✳

✖ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s rés✐❞✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s s✐♠✉❧❡r ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ǫt ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❡ rés✐❞✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t q✉✐ ❞♦✐t s✉✐✈r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡✳ ▲❡ t❡st
❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳



✷✻ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡✳

✹✳✷✳✶ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❆❈❋ ❡t P❆❈❋✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t Y à ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y ✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

r =

∑[
(Xi −X)(Yi − Y )

]
√∑

(Xi −X)2(Yi − Y )2
.

❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ −1 ❡t 1✱ ❝♦❞❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥ér❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r r = 1✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❡t q✉✬à ❝♦♥tr❛r✐♦ ✉♥❡
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✳

➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r r = −1✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❡t q✉✬✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✳

❯♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✵ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♠❛✐s ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t très ❜✐❡♥ ② ❛✈♦✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❧✐❡♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭❡♥ x2 ♦✉ ❡♥ log(x)✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❆♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ (Yt)t∈N ❡t à s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡ (Yt+k)t∈N
❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧✬❆❈❋

ACFk =

∑[
(Yi − Y )(Yi+k − Y )

]
√∑

(Yi − Y )2(Yi+k − Y )2
.

❖ù k ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❧❛❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛ sér✐❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ (Yt)t∈N✳

❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✴✲✶ ❞❡ ❧✬ACFk ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✴♥é❣❛t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ (Yt)t∈N ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡ (Yt+k)t∈N✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ sér✐❡
(Yt)t∈N ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡ (Yt+k)t∈N ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s sér✐❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s (Yt+i)t∈N ❛✈❡❝ 1 ≤ i < k✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ (Yt+k)t∈N s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ (Yt+i)t∈N ❛✈❡❝ 0 ≤ i < k✳ ❱✉ q✉❡ ❝❡tt❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡
♣♦✉r ❧❡s PACFk✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✸ ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k✱ ❧❡s PACF s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✈♦✐r ❬✽❪✮

p1 = ρ1

p2 =
ρ2 − ρ21
1− ρ21



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✷✼

p3 =
ρ31 − ρ1ρ2(2− ρ2) + ρ3(1− ρ21)

1− ρ22 − 2ρ21(1− ρ2)

♦ù ❧❡s pk r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s PACFk ❡t ❧❡s ρk r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ACFk✳

✹✳✷✳✷ ▲❡ t❡st ❞❡ ❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s✳

▲❡ t❡st ❞❡ ❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ▲❡
❜✉t ét❛♥t✱ ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p✱ d ❡t q q✉✐ ❝❛❧✐❜r❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❆❘■▼❆ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① sér✐❡s✳

❉❡✉① ét❛♣❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✈♦✐r ❬✶✺❪✮ ✿

✶✳ ❱ér✐✜❡r ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 s♦✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ✿
✖ ❆♥❛❧②s❡r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t

s❡ ✈♦✐r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s❛❝❝❛❞❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐tés ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s
❧❡❞✐t ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞✉ t②♣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

✖ ❆♥❛❧②s❡r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ACFk ❡t r❡❣❛r❞❡r s✐ ❧❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❞✐s♣❛✲
r❛✐ss❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡
q✉✐ ❝ré❡ ❧❡s ❢♦rt❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
t❡r♠❡✳ ✭❯♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♦s❝✐❧❧❡♥t ❛✉t♦✉r
❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ➚ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✲❧à✱ ✐❧
❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❛ sér✐❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❛✉t♦❝♦rré✲
❧❛t✐♦♥s ❢♦rt❡s✱ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ d✳

✷✳ ❆♥❛❧②s❡r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ACFk ❡t ❞❡s PACFk ❞❡s sér✐❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❆✉t♦✲❘é❣r❡ss✐♦♥ p ❡t ❞❡ ▼♦②❡♥♥❡ ▼♦❜✐❧❡ q✳
✖ ❙✐ ❧✬ACF ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣✐❝s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✐ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦ ❛✉① ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❡t

q✉❡ ❧❛ PACF ♣rés❡♥t❡ ✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❞é❝❛❧❛❣❡ ✭❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❛✉ s❡❝♦♥❞✮✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s
t❡r♠❡s q✉✐ ❧❡s ♣ré❝è❞❡♥t ❡t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆✉t♦✲❘é❣r❡ss✐❢ AR(p)✳

✖ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧✬ACF ♣rés❡♥t❡ ✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❞é❝❛❧❛❣❡ ✭❡t é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞✮ ❡t q✉❡ ❧❛ PACF ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣✐❝s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✐ t❡♥❞❡♥t
✈❡rs ③ér♦ ❛✉① ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❧❡s ♣ré❝è❞❡♥t ♠❛✐s q✉✬✐❧s ✢✉❝t✉❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t
❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ▼♦②❡♥♥❡ ▼♦❜✐❧❡ MA(q)✳

✖ ❙✐ ❧❛ sér✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✉♥❡ ACF ❡t ✉♥❡ PACF q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣✐❝s
✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✐ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦ ❛✉① ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈♦❧❡t
❆✉t♦✲❘é❣r❡ss✐❢ AR(p) ❡t ✉♥ ✈♦❧❡t à ▼♦②❡♥♥❡ ▼♦❜✐❧❡ MA(q)✳

❊♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❢❛✐t❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ✶ ❡t ✷✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ARIMA(p, d, q)
q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

✹✳✷✳✸ ▲❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛✳

▲❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❡st ✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ s❡r✈❛♥t à t❡st❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✳ ▲❡ t❡st ♥✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠❛✐s t❡st❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❦❡✇♥❡ss ❡t ❞❡ ❑✉rt♦s✐s✳



✷✽ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ X ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿

✖ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❙❦❡✇♥❡ss S = E

(
X−µ
σ

)3
❡st ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡ s♦♥ ❛s②♠étr✐❡✳ ❙✐ ❙ ❡st ♥✉❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ s♦✐t ❞é❝❛❧é❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ♣♦✉r ✉♥ S < 0 s♦✐t ❞é❝❛❧é❡
✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ♣♦✉r ✉♥ S > 0✳

✖ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❑✉rt♦s✐s K = E

(
X−µ
σ

)4
❡st ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ P♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡✱ ❧❡ ❑✉rt♦s✐s ❡st ❞❡ ✸✳ ❙✬✐❧
❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ✸✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ q✉❡✉❡ ♣❧✉s é♣❛✐ss❡
q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s✳ ❙✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❜❛s
q✉❡ ✸✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛♣❧❛t✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❧❛ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡①trê♠❡s
s♦♥t ♣❧✉s r❛r❡s✳

▲❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ✈❛ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❦❡✇♥❡ss ❡t ❞❡ ❑✉rt♦s✐s s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ✵ ❡t ❞❡ ✸✱ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ S 6= 0 ❡t K 6= 3✮✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s S = 0 ❡t K = 3 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♥t❡s
♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐✈❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ s✉✐t ♣❛s ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡✳

❈❡❝✐ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ r❡st❡ ✉♥ très ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡✳

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛✱ JB ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

JB =
n− k

6

(
S2 +

(K − 3)2

4

)
.

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❏❇ s✉✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ χ2
2 ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s s♦♥t ✿

✖ H0 ✿ JB = 0 ♦✉ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t H0 ✿ S = 0 ❡t K = 3✳
✖ H1 ✿ JB 6= 0 ♦✉ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t H1 ✿ S 6= 0 ❡t ✴♦✉ K 6= 3✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘ ✓ ❏❛rq✉❡❇❡r❛✳t❡st ✔✱ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✓ ts♦✉t❧✐❡rs ✔ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s tr♦✐s st❛t✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs p−✈❛❧❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s ✿

✖ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ JB = 0✳
✖ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ S = 0✳
✖ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ K = 3✳

✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

▲❡ t❡st ❞❡ ❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p✱ d ❡t q✳ P♦✉r ❝❡
❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♥❛❧②s❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ACFk ❡t PACFk✳ ❈❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❜❧❡✉❡✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❆❈❋ ❡t P❆❈❋ s♦♥t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡
❧✐❣♥❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣✐❝s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✹✳✷✳✷✳

▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✈♦♥t ❛♥❛❧②s❡r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋❈
❡t t❡♥t❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ARIMA(p, d, q) ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳

✹✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s g∗h,i ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈✳

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
g∗h,i✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ g∗h,1 ❡t g∗h,2 ❡①♣❧♦s❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✷✵ ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❤♦rt❡s✳



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✷✾

P✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦❤♦rt❡ ❡t q✉❡ h = t− x✱ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ h ♥✬❛✉r♦♥t q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µx,t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❝♦❤♦rt❡ ❛✈❡❝ g∗h,i 6= 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ h = 163✱ ♥✬❡st ❝♦♠♣♦sé❡ q✉❡ ❞❡ ✻ ❝♦✉♣❧❡s (x, t) q✉✐
♦♥t ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉rs (0, 163)✱ (1, 164)✱ (2, 165)✱ (3, 166)✱ (4, 167) ❡t (5, 168)✳ P❧✉s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
h ❡st ❣r❛♥❞✱ ♠♦✐♥s ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡ µx,t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡
s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s â❣❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦❤♦rt❡s ♣❧✉s
❢♦✉r♥✐❡s✳

❈♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡
❞❡ ❝♦❤♦rt❡✱ µx,t ∝ exp(g∗h,i)✳ ❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r px(t) =

exp(−
t∑

i=0
µx,i)✱ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s g∗h,i ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡

❞✉ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡t ❞♦♥❝ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❤♦rt❡s✳ ❯♥❡
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥♥❡r❛✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦❤♦rt❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈és ❡t
❛✐♥s✐ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❛✉r❛✐❡♥t ❞♦♥❝
✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✭✈♦✐r ❬✶✹❪ ❡t ❬✷✶❪✮✳

❉❛♥s ❬✷✸❪✱ ✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é ❞❡ ♠❡ttr❡ à ③ér♦ ❧❡s ✺ ❞❡r♥✐èr❡s ❡t ❧❡s ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❤♦rt❡s ♣♦✉r
é✈✐t❡r ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦❤♦rt❡ ♠❛✐s ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❝❡❧❛ ♥❡ s✉✣t
♣❛s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦❧✐❞❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ g∗h,i✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s g∗h,i s♦✐t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t ❛✉ ✈✉ ❞❡s
r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❛✉
❧✐❡✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❡ ♣❧✉s
st❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Kt q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té✱ t♦✉t❡s ré❣✐♦♥s ❡t s❡①❡s ❝♦♥❢♦♥❞✉s✳

▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ACF ❡t PACF ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ Kt s♦♥t ❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ P♦✉r
r❛♣♣❡❧✱ ❧❡ ❧❛❣ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ k ❡♥tr❡ ❧❛ sér✐❡ (Kt)t∈N ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡ (Kt+k)t∈N

▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ACF ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❢♦rt❡s ♥❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✢✉❝t✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ sér✐❡ ❡t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ACF ❡t PACF ✳



✸✵ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦♥♥❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✉♥❡ ❛❧❧✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ d = 1✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
ACF ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ AR(p) ❛✈❡❝ p = 1 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣✐❝ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❧❛❣✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ PACF ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ MA(q)
♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣✐❝ ❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧❛❣ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ r❡t♦✉r à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳

▲❛ sér✐❡ ❞❡s Kt ✈❛ ❞♦♥❝ êtr❡ s✐♠✉❧é❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0)✳

✹✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s κt,i ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s κt,i q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♣❛r s❡①❡✱ t♦✉t❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳

▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ACF ❡t PACF ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κt,i s♦♥t ❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❡♥ ✹✳✸✳✷✱ ❧❡ ❧❛❣ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ k ❡♥tr❡ ❧❛ sér✐❡ (κt,i)t∈N ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡
(κt+k,i)t∈N✳

▲❡ ❝♦♥st❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s Kt ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞✐✛é✲
r❡♥❝✐❡r ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s sér✐❡s (κt,i)t∈N✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ACF ❡t PACF s✉✐✈❛♥t ✿



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✸✶

▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦♥t ✉♥❡ ❛❧❧✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❞♦♥❝ d = 1✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ACF ♠♦♥tr❡
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ AR(p) ❛✈❡❝ p = 1 ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ PACF ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ MA(q)✳ ▲❡s sér✐❡s ❞❡s κt,i ✈♦♥t ❞♦♥❝ êtr❡ s✐♠✉❧é❡s s❡❧♦♥ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0)✳

✹✳✸✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s κt,i,j q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♣❛r s❡①❡ ❡t ♣❛r ré❣✐♦♥✳

❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ♣❛②s ❛✈❡❝ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ACF ❡t
PACF ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✱ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
❧❡s κt,i,j s✉✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0)✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s Kt ❡t ❧❡s
κt,i✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥ts ❧❡s ❢❡♠♠❡s s♦♥t ❡♥ ❛♥♥❡①❡s✳



✸✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

✹✳✸✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈✳

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉r♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❡♥ ✈❡♥t✐❧❛♥t ♣❛r
s❡①❡ ❡t ♣❛r ♣❛②s✮✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧és s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① Kt ❣é♥ér❛✉① ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

▲❡✉rs tr❛✐t❡♠❡♥ts ✈✐❛ ❧❡ t❡st ❞❡ ❇♦①✲❏❡♥❦✐s ❞♦♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t
✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ s✐♠✉❧és ✈✐❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0)✳

❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t t❛❜❧❡❛✉① ❛✛ér❡♥ts s♦♥t
r❡♣r✐s ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

✹✳✸✳✻ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✐❞✉s ✈✐❛ ❧❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐♠✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s ❞❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s rés✐❞✉s✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐s❝✉té ❡♥ ✹✳✷✳✸✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ♣❡r♠❡t ❞❡
s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥❡ s✉✐t ♣❛s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳

❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♣✲✈❛❧❡✉rs ❡t ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s rés✉❧t❛♥t❡s ❞✉ t❡st
❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s Kt✱ κt,i, ❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

JB = 0 S = 0 K = 3

♣✲✈❛❧❡✉r ❙t❛t ♣✲✈❛❧❡✉r ❙t❛t ♣✲✈❛❧❡✉r ❙t❛t

Kt ✵✳✵✸✾✾✻ ✻✳✹✸✾✾ ✵✳✵✸✺✺✽ ✵✳✼✽✺✵✾ ✵✳✶✺✺ ✹✳✵✻✷✺
κt,1 ✵✳✵✷✾✽✷ ✼✳✵✷✺✹ ✵✳✵✸✺✽✾ ✵✳✼✽✸✼✽ ✵✳✶✵✺✸ ✹✳✷✵✾✾
κt,2 ✵✳✶✽✺✽ ✸✳✸✻✻✶ ✵✳✵✼✷✾✼ ✵✳✻✻✾✼✻ ✵✳✻✾✼✸ ✷✳✼✵✾✹
κt,1,1 ✵✳✹✹✺✾ ✶✳✻✶✺✸ ✵✳✷✸✺ ✵✳✹✹✸✻✺ ✵✳✻✺✶ ✷✳✻✻✷
κt,1,2 ✵✳✻✶✻✹ ✵✳✾✻✼✽✶ ✵✳✼✶✺✾ ✵✳✶✸✺✾✼ ✵✳✸✻✵✼ ✷✳✸✶✼✷
κt,1,3 ✵✳✻✽✺✽ ✵✳✼✺✹✷✺ ✵✳✹✶✺✾ ✵✳✸✵✸✽✼ ✵✳✼✻✶ ✷✳✼✼✷✽
κt,2,1 ✵✳✼✷✵✷ ✵✳✻✺✻✸✹ ✵✳✺✾✷✾ ✵✳✶✾✾✼ ✵✳✺✹✷✼ ✷✳✺✹✺✷
κt,2,2 ✵✳✵✵✼✽✵✾ ✾✳✼✵✹✽ ✵✳✵✼✼✸✶ ✵✳✻✺✾✽✽ ✵✳✵✶✵✷✾ ✹✳✾✶✼
κt,2,3 ✵✳✺✾✷✻ ✶✳✵✹✻✹ ✵✳✸✼✺✺ ✵✳✸✸✶✵✻ ✵✳✻✵✾✺ ✷✳✻✶✽✸

❆✉ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té 5%✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❥❡t❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s sér✐❡s Kt✱ κt,1 ❡t κt,2,2✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s sér✐❡s Kt✱ κt,1 ✈✐❡♥t s✉rt♦✉t ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❙❦❡✇♥❡ss q✉✐ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✵ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
❑✉rt♦s✐s ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✸✳

P♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ κt,2,2✱ ❝✬❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❡t ❝✬❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❦✉rt♦s✐s q✉✐ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✸✳
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▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❛✉tr❡s sér✐❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧
❞✉ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ ❝❡s sér✐❡s s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ◆♦r♠❛❧❡s✱
❧❡✉rs rés✐❞✉s ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡✉rs ❙❦❡✇♥❡ss ❡t ❧❡✉rs ❑✉rt♦s✐s✳ ▲❛ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s sér✐❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s sér✐❡s Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳
■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ Kt,1,2 ❡t ❧❛ sér✐❡ Kt,2,2 ✭q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❤♦♠♠❡s ❡t ❢❡♠♠❡s
♣♦✉r ❧❛ ❋r❛♥❝❡✮ ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧s s♦♥t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ s✐♠✉❧és ♣❛r
✉♥❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘■▼❆ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✹✳✹ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

❙✉✐t❡ ❛✉① ❛♥❛❧②s❡s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✬❡st ♣♦rté s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0) ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧ ② ❛ été ♠♦♥tré q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s sér✐❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉❞✐t ♠♦❞è❧❡✳

➚ ♥♦t❡r t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✱ ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡s sér✐❡sKt✱ κt,1 ❡t κt,2,2
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡t ❝❡✉① ❞❡s sér✐❡s Kt,1,2 ❡t Kt,2,2 ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❡t q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❝❡s sér✐❡s✳

✹✳✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘■▼❆ ✭✶✱✶✱✵✮✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 1, 0) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

Yt = µ+ αYt−1 + ǫt, ∀t ∈ N.

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs µ̂ ❡t α̂ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés
s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ✭T ét❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮

S(µ, α) =

T∑

t=1

(Yt − µ− αYt−1)
2 . ✭✹✳✷✮

❈❡❝✐ ét❛♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t
❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs µ̂ ❡t α̂ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ S(µ, α)✳

❉ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ✳

∂S(µ, α)

∂µ
= −2

T∑

t=1

(Yt − µ− αYt−1) .

❊♥ ♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ é❣❛❧❡ à 0



✸✹ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

T∑

t=1

(Yt − µ− αYt−1) = 0.

−Tµ+

T∑

t=1

(Yt − αYt−1) = 0.

µ =
1

T

T∑

t=1

(Yt − αYt−1) µ = Y t − αY t−1.

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r µ̂ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r µ̂ = Y t − αY t−1.

❉ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à α✳

P❛rt❛♥t ❞❡ ✭✹✳✷✮ ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t µ ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r

S(µ̂, α) =

T∑

t=1

(Yt − µ̂− αYt−1)
2

=
T∑

t=1

((
Yt − Y t

)
− α

(
Yt−1 − Y t−1

))2
.

∂S(µ̂, α)

∂α
= −2

T∑

t=1

[(
Yt − Y t

)
− α

(
Yt−1 − Y t−1

)] (
Yt−1 − Y t−1

)
.

❊♥ ♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ é❣❛❧❡ à 0 ❡t ❡♥ ❞✐str✐❜✉❛♥t ❧❡ t❡r♠❡
(
Yt−1 − Y t−1

)

T∑

t=1

(
Yt − Y t

) (
Yt−1 − Y t−1

)
= α

T∑

t=1

(
Yt−1 − Y t−1

)2

α =

T∑
t=1

(
Yt − Y t

) (
Yt−1 − Y t−1

)

T∑
t=1

(
Yt−1 − Y t−1

)2
T − 1

T − 1

α =
cov (Yt, Yt−1)

V ar (Yt−1)

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r α̂ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r α̂ = cov(Yt,Yt−1)
V ar(Yt−1)

✳

❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s Yt✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Yt ♣♦✉r t > T s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡

Yt = µ̂+ α̂Yt−1 + ǫt.

❆✈❡❝ ǫt ∼ N(0, σ2) ♦ù σ2 ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ ❧❛ sér✐❡
(Yt)1<t<T



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✸✺

✹✳✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ N = 100 s❝é♥❛r✐♦s ♦♥t
été s✐♠✉❧és s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ t = 10 ❛♥♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✷✵✶✸✳ ▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t ❞♦♥♥és
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲❡s s❝é♥❛r✐♦s ♦♥t été s✐♠✉❧és ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s Kt ✈❡♥t✐❧és ♣❛r s❡①❡ ❡t ♣❛r ♣❛②s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r✳
❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ♥♦tés ❑t❴▲❈ ❞❛♥s ❧❡s t✐tr❡s ❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳

Kt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① κt,i ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳



✸✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

❆♥❛❧②s❡✳

❈❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛✲
♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt✱ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♦✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈✱
s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✈♦❧❛t✐❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s κt,i ❡t κt,i,j ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt ❝♦❞❡♥t ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛✲
❧✐té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦rr✐❣❡r ❝❡tt❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦❧❧❡r ❛✉
♠✐❡✉① à ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳

✹✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉rs ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❝❛❧✐❜rés à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✹ ❡t
♣✉✐s ❡①tr❛♣♦❧és ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✺ à ✷✵✶✽ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ✹✳✷✳

▲❡s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ◆❂✶✵✳✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s✳

✹✳✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✲ ♠ét❤♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ✷✳✶✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ px(t) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r px(t) = exp(−µx,t)✱
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡ à ✉♥ ❛♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x✱ ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ t✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✓ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❣❡❧❛♥t ❧✬❛♥♥é❡
t ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ px(t) ♣♦✉r ✉♥ t ✜①é✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✸✼

❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
❧✬❛♥♥é❡ ét✉❞✐é❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞✐t❡ ✓ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✔ ❡t q✉✐ s✉✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t
♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ✶✵✶ ❛♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭✶✵✶ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ s✬ét❡♥❞ s✉r
✶✵✶ â❣❡ x ❞✐✛ér❡♥ts✮✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r✐❝✐♥❣ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✻✳

❆✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ t✱ px(t) ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ px✳
❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ♥♦♥

♣❛s à ✉♥ ❛♥✱ ♠❛✐s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✳ Tx ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦❞❛♥t ❧❡ t❡♠♣s r❡st❛♥t
à ✈✐✈r❡ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✬â❣❡ x✱ tpx = P (Tx > t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x ❞✬êtr❡ ❡♥ ✈✐❡ ❛♣rès t ❛♥♥é❡s✳

❉✬❛♣rès ❬✼❪✱ s❧✐❞❡s ✶✵ ❡t ✶✶✱

tpx = px · px+1 · px+2 · ... · px+t−1.

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐✈r❡ ❞✉r❛♥t t
❛♥♥é❡s ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐✈r❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡✱ ♣✉✐s ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à s✉r✈✐✈r❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ t − 1✳ ❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
✭❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❥✬❛✐ s✉r✈é❝✉ à ✉♥❡ ❛♥♥é❡ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s✉r✈✐✈r❡ à ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉t
❡♥ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ❛✈♦✐r tpx✳

▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ tpx✳ ❈❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❬✼❪✱ s❧✐❞❡s ✶✾✮

e̊x =

∫ w−x

0
upxdu

w ét❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té✱ w = 101 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♦♥t été s✉♣♣♦sés ❝♦♥st❛♥ts✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉

❞✬â❣❡ x ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❝♦♠♠❡

e̊x =

101−x∑

t=1

tpx.

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ s❡r♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ x = 0✳

✹✳✺✳✷ ❊s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧✐❜ré❡✱ ❡♥tr❡ ✶✾✹✻ ❡t ✷✵✶✸✳

▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈✳ ❈❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡
✈✐❡ ♦♥t été ❝❛❧✐❜ré❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸ ✐♥❝❧✉s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
♥♦✐r ♣♦✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ r♦✉❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡t ❜❧❡✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
▲❈✳



✸✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳

❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❛ ❧✬❛✐r ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦❧❧❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ s❛✉❢ ♣♦✉r
❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ♦✉ ❞✬✐♥✜r♠❡r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✸✾

❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❛rré
❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳

❙✐ e̊t ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ẽt ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭▲❈
♦✉ ❆❈❋✲✷✮✱ ❧✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥✱ ♥♦té EQ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

EQ =
1

N

N∑

i=1

(̊et − ẽt)
2

♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✻✽ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✺ ♣♦✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ EQ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡
❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❥❡té❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✳

➱❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❊◗ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ▲❈ ❡t
❆❈❋✲✷✱ ✈❡♥t✐❧é ♣❛r s❡①❡ ❡t ♣❛r ♣❛②s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝❛❧✐❜r❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù ❧✬❊◗ ❡st
❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✮ ❡st ❡♥ ✈❡rt✱ ❧✬❛✉tr❡ ❡st ❡♥ r♦✉❣❡✳

▲❈ ❆❈❋✲✷

❍♦♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✵✳✹✾✷✺✻✻✹ ✵✳✶✻✼✸✼✵✼
❍♦♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✵✳✸✹✵✺✼✽✼ ✵✳✷✻✼✵✽✷✻

❍♦♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✵✳✷✽✹✽✵✾✽ ✵✳✷✶✻✷✶✽✾✹
❋❡♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✵✳✸✻✷✵✷✹✹ ✵✳✶✹✷✸✽✵✻
❋❡♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✵✳✹✸✶✹✻✶✵ ✵✳✽✾✺✷✶✼✸

❋❡♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✵✳✷✸✶✶✷✾✺ ✵✳✵✾✷✽✷✹✸✺
❚♦t❛❧ ✷✳✶✹✷✺✼ ✶✳✼✽✶✵✾✹

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s é❝❛rts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥s ❝♦rr♦❜♦r❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ q✉✐ ❛✈❛✐t été
❢❛✐t❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣❛ssé❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✳

➚ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r q✉✐
❡st ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r✳

✹✳✺✳✸ ❊s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣r♦❥❡té❡✱ ❡♥tr❡ ✷✵✶✹ ❡t ✷✵✶✽✳

❊s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠é❞✐❛♥❡s ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈✳ ❈❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s
❞❡ ✈✐❡ ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s Kt✱ κt,i✱ κt,i,j ♣♦✉r ❧❡s
❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳ ▲✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✸ ❡st ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ♠❛✐s ♥❡
❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳



✹✵ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳

➱❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❛ ❧✬❛✐r ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦❧❧❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ s❛✉❢ ♣♦✉r
❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❡t ❛✉ P❛②s✲❇❛s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬EQ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ♦✉ ❞✬✐♥✜r♠❡r ❝❡ ❝♦♥st❛t✳

❈✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❊◗✱ ✈❡♥t✐❧é ♣❛r s❡①❡ ❡t ♣❛r ♣❛②s ✭❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ét❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
q✉✬❛✉ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✮✳



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✹✶

EQ ▲❈ ❆❈❋✲✷

❍♦♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✵✳✵✽✽✺✹✻✼✹ ✵✳✵✷✺✹✽✹✹✻
❍♦♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✵✳✸✵✸✼✸✵✺ ✵✳✷✶✷✸✵✾✺

❍♦♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✶✳✵✷✽✾✹✶✽✻ ✵✳✵✸✽✹✻✽✵✼
❋❡♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✵✳✵✺✻✸✾✾✺✵ ✵✳✷✼✷✸✶✵✻✾
❋❡♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✵✳✺✷✵✺✺✵✹ ✵✳✷✹✾✵✹✻✷

❋❡♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✵✳✵✷✾✵✼✵✶✼ ✵✳✷✽✵✷✾✼✷✼
❚♦t❛❧ ✷✳✵✷✼✷✸✾ ✶✳✵✼✼✾✶✻

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s é❝❛rts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥s ❝♦rr♦❜♦r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
✈✐s✉❡❧❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s
❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❡t ❛✉ P❛②s✲❇❛s✳

■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✐❧s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡s
à s✉ré✈❛❧✉❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❢✉t✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ré❛❧✐té✳

❈❡❝✐ ♣♦✉rr❛✐t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ✉♥❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡s ✓ ✸ ♠♦✐s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❣❛❣♥és ♣❛r ❛♥ ✔ ♥❡ ♣❡✉t ❞✉r❡r ét❡r♥❡❧❧❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❬✷✶❪✮
❡t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣❧❛❢♦♥❞ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✳ ❈❡tt❡ st❛❣♥❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛♥t ❞❡
✷✵✶✺ ❡t ❞♦♥❝ très ré❝❡♥t❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ♥❡ ❢♦♥t q✉❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ♣❛ssé❡s ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♣ré✈♦✐r ❞❡s ✐♠♣❛❝ts
✐♥❤❛❜✐t✉❡❧s s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✳

❉✬❛♣rès ❬✶✸❪✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛✉s❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡t ❛rrêt ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✿

✖ P❧✉s✐❡✉rs é♣✐❞é♠✐❡s ❞❡ ❣r✐♣♣❡ ♦♥t t♦✉❝❤é ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s â❣é❡s✱ s✉rt♦✉t ❧✬é♣✐✲
❞é♠✐❡ ❞❡ ✷✵✶✺ q✉✐ ❛ été ❧❛ ♣❧✉s ♠❡✉rtr✐èr❡ ✭❬✶✹❪ ♣♦✉r ❧❛ ❇❡❧❣✐q✉❡✮✳

✖ ▲❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❝❛r❞✐♦✲✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s
❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝ès ❞✉s à ❝❡tt❡ ❝❛✉s❡✳

✖ ▲❡ t❛❜❛❣✐s♠❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❤❡③ ❧❡s ❢❡♠♠❡s✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞é❝ès ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❬✸❪ ♣♦✉r ❧❛ ❋r❛♥❝❡✮✳

✖ ▲❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❝❧✐♠❛t✐q✉❡s ❡①trê♠❡s ✿ ❝❛♥✐❝✉❧❡s✱ ❤✐✈❡r ♣❧✉s r✉❞❡s✱ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s✱ ✳✳✳ s♦♥t
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥ts ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ✭❬✾❪✮✳

❈❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡♥tr❛î♥❡♥t ✉♥❡ s✉r♠♦rt❛❧✐té ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µx,t

❛ss♦❝✐és✳ ❯♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s µx,t ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r✈✐❡ px
♣✉✐sq✉❡ px(t) = exp(−µx,t) ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡
✈✐❡✳

❊s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺ ✪ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
✾✺✪ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈✳ ❈❡s ❢♦✉r❝❤❡tt❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ✵✱✵✷✺ ❡t ✵✱✾✼✺ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s s✐♠✉❧és✳



✹✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳

❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s s♦♥t à ❢❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✿
✖ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈
✖ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ré❡❧❧❡ ❛♣rès ✺ ❛♥s ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡tt❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t
❛✉① P❛②s✲❇❛s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ❛ ❞✉ ♠❛❧ à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡tt❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐té✳



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ✹✸

✹✳✺✳✹ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈✳
✖ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✔ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ré♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✶✾✹✻ à

✷✵✶✸✳
✖ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳
✖ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ✾✺✪ ✔ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣ré❞✐r❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✽✳
P♦✉r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✓ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✔ ❡t ✓ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✔✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✉♥ ❱✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥ ❳✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ✾✺✪ ✔✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✽ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡
✈✐❡ ❡st ♥♦té ♣❛r ✉♥ ❱ ❡t ♣❛r ✉♥ ❳ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✾✺✪
▲❈ ❆❈❋✲✷ ▲❈ ❆❈❋✲✷ ▲❈ ❆❈❋✲✷

❍♦♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❳ ❱ ❳ ❱ ❱ ❱
❍♦♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ❳ ❱ ❳ ❱ ❳ ❱

❍♦♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ❳ ❱ ❳ ❱ ❳ ❱
❋❡♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❳ ❱ ❱ ❳ ❱ ❱
❋❡♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ❱ ❳ ❳ ❱ ❱ ❳

❋❡♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ❳ ❱ ❱ ❳ ❱ ❱

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♥❛❧②s❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
♠✐❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ré❛❧✐té t♦✉t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❆tt❡♥t✐♦♥
t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♣❧✉s ✈♦❧❛t✐❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈✱ s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❛♠❡♥❡r à ❞❡s s✉r✴s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t s✉r ❧❛ s♦❧✐❞✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ♣♦sé✱ ✐❧ r❡st❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡tt❡s
✐♥tér❡ss❛♥t❡s à ❝♦♠♣❛r❡r

✖ ▲❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✳
✖ ❆♥❛❧②s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣❛❝t ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t s❡r❛ ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ s❡r❛ tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✻✳



✹✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

Pré❞✐❝t✐♦♥ ✷✵✷✵✲✷✵✻✵✳

▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♥tr❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à ✷✵✻✵✳ ▲❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧❛
♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♣rés❡♥té❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✶✾✹✻✲✷✵✶✽✱ ❝♦♠♠❡
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ♦♥t été ❡①tr❛♣♦❧és ♣♦✉r ❧❡s
❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à ✷✵✻✵ ❡t ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ N = 10.000 s❝é♥❛r✐♦s ♦♥t été s✐♠✉❧és✳

✺✳✶ ❱❛❧❡✉rs ♠é❞✐❛♥❡s✳

❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ♠é❞✐❛♥❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❡✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✳

✹✺



✹✻ ❱❛❧❡✉rs ♠é❞✐❛♥❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s â❣❡s ❛tt❡✐♥ts ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉
❝♦♠♣❛r❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✷✵✱ ✷✵✹✵ ❡t ✷✵✻✵✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ s♦♥t ❛rr♦♥❞✐❡s ❛✉ ❝❡♥t✐è♠❡ ♣rès✳

✷✵✷✵ ✷✵✹✵ ✷✵✻✵
▲❈ ❆❈❋✲✷ ▲❈ ❆❈❋✲✷ ▲❈ ❆❈❋✲✷

❍♦♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✼✽✳✼✻ ✼✽✳✻✽ ✽✶✳✺✵ ✽✶✳✷✷ ✽✸✳✼✶ ✽✸✳✷✵
❍♦♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✼✾✳✹✼ ✼✾✳✹✹ ✽✷✳✻✷ ✽✷✳✵✸ ✽✺✳✷✾ ✽✹✳✵✶

❍♦♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✽✵✳✸✸ ✼✾✳✾✵ ✽✸✳✼✵ ✽✷✳✵✷ ✽✻✳✼✻ ✽✸✳✼✺
❋❡♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✽✸✳✻✹ ✽✸✳✽✵ ✽✺✳✶✺ ✽✺✳✾✼ ✽✻✳✶✶ ✽✼✳✺✹
❋❡♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✽✺✳✽✼ ✽✺✳✹✽ ✽✼✳✻✻ ✽✼✳✼✷ ✽✽✳✽✾ ✽✾✳✸✶

❋❡♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✽✸✳✹✺ ✽✸✳✻✻ ✽✹✳✷✻ ✽✺✳✹✺ ✽✹✳✼✶ ✽✻✳✼✾

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣ré✈♦✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
❞❡ ✈✐❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❡t ❛✉① P❛②s✲❇❛s✱ ❞❡✉①
❝❛té❣♦r✐❡s ♦ù ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✭♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❛♥s ❛✉① P❛②s✲❇❛s ✦✮✳
❈❡ ❝♦♥st❛t ❡st à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✹ q✉✐ ❞♦♥♥❛✐❡♥tt ❧❡
♠♦❞è❧❡ ▲❈ ❝♦♠♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳



Pré❞✐❝t✐♦♥ ✷✵✷✵✲✷✵✻✵✳ ✹✼

✺✳✷ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✾✺✪✳

▲❡s ♠ê♠❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✾✺✪ ❡t s♦♥t ♣rés❡♥tés
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❤❛✉t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✵✳✾✼✺ ❡t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❜❛ss❡ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✵✳✵✷✼✺✱
❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠é❞✐❛♥❡s ❡t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱
✈♦✐❝✐ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣r✐s❡s ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡



✹✽ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✾✺✪✳

♠♦❞è❧❡✱ ❛✉① ❛♥♥é❡s ✷✵✷✵✱ ✷✵✹✵ ❡t ✷✵✻✵✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❇ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ✭♣❡r❝❡♥t✐❧❡
0.5%) ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❍ ❡♥ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡s ✭♣❡r❝❡♥t✐❧❡ 99.5%)✳

▲❈
✷✵✷✵ ✷✵✹✵ ✷✵✻✵

❇ ❍ ❇ ❍ ❇ ❍

❍✱ ❇❡ ✼✽✳✶✼ ✼✾✳✸✸ ✼✾✳✽✷ ✽✸✳✵✻ ✽✶✳✼✵ ✽✺✳✹✽
❍✱ ❋r ✼✽✳✾✵ ✽✵✳✵✸ ✽✵✳✾✼ ✽✹✳✶✸ ✽✸✳✷✺ ✽✼✳✵✻
❍✱ P❇ ✼✾✳✼✻ ✽✵✳✽✼ ✽✷✳✵✻ ✽✺✳✶✹ ✽✹✳✽✸ ✽✽✳✹✵
❋✱ ❇❡ ✽✷✳✾✸ ✽✹✳✸✶ ✽✸✳✷✽ ✽✻✳✽✵ ✽✹✳✵✸ ✽✼✳✽✾
❋✱ ❋r ✽✺✳✶✸ ✽✻✳✺✼ ✽✺✳✼✷ ✽✾✳✸✻ ✽✻✳✺✾ ✾✵✳✼✹
❋✱ P❇ ✽✷✳✽✹ ✽✹✳✵✹ ✽✷✳✼✵ ✽✺✳✻✻ ✽✸✳✵✷ ✽✻✳✷✸

❆❈❋✲✷
✷✵✷✵ ✷✵✹✵ ✷✵✻✵

❇ ❍ ❇ ❍ ❇ ❍

✼✼✳✽✽ ✼✾✳✹✹ ✼✾✳✵✵ ✽✸✳✷✽ ✽✶✳✼✵ ✽✺✳✺✶
✼✽✳✹✾ ✽✵✳✸✻ ✼✾✳✺✺ ✽✹✳✸✸ ✽✸✳✷✺ ✽✻✳✺✷
✼✽✳✾✺ ✽✵✳✽✷ ✼✾✳✹✺ ✽✹✳✹✷ ✽✹✳✽✸ ✽✻✳✹✶
✽✸✳✶✷ ✽✹✳✹✷ ✽✹✳✸✶ ✽✼✳✸✺ ✽✹✳✵✸ ✽✾✳✵✶
✽✹✳✾✹ ✽✺✳✾✺ ✽✻✳✹✺ ✽✽✳✻✸ ✽✻✳✺✾ ✾✵✳✷✵
✽✷✳✻✵ ✽✹✳✻✺ ✽✷✳✻✷ ✽✼✳✽✸ ✽✸✳✵✷ ✽✾✳✹✵

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
✖ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s❡ r❡❝♦✉♣❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t

❡①❝❧✉s✐❢s✳
✖ ▲❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s t♦♠❜❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡

♠♦❞è❧❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❆❈❋✲✷ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ▲❈ ♣♦✉r ✷✵✹✵ ❡t ❞❡ ❧❛
♠é❞✐❛♥❡ ▲❈ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ✷✵✻✵ ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❛✉① P❛②s✲❇❛s✱ ❡♥
r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❍♦r♠✐s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡
s❡r❛✐t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✾✺✪ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♥ ❝♦♥t✐✲
♥✉✐té ❛✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛ssé❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❧❡s ❢❛✐t❡s ✐❝✐ ♣♦✉r
❝❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❢✉t✉r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s✱ q✉❡❧s q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t✱ ♥❡ ❢♦♥t q✉✬❡①tr❛♣♦❧❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣❛ssé ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♣ré❞✐r❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s✉✣t q✉✬✐❧ s✉r✈✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é✲
❞❡❝✐♥❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❞❡s ❝❛✉s❡s
✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❞é❝ès ♣❡✉✈❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡♣✉✐s ✷✵✶✺ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✮✳

❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r✉❞❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❡♥ ❞❛♥❣❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

Pr✐❝✐♥❣✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧✐t❡✱ ✉♥ ❛ss✉r❡✉r ❞♦✐t ♣rés❡♥t❡r ✉♥ r❛t✐♦ ❞❡
s♦❧✈❛❜✐❧✐té ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✶✵✵✪ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡♠❡♥t s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❈❡ r❛t✐♦ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡
q✉♦t✐❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❡t s❡s ♣❛ss✐❢s✳ ❖r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡✱
❧❡s ❛❝t✐❢s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡s ♣r✐♠❡s ♣❛②é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❡t ❧❡ ♣❛ss✐❢ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦✈✐s✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s✱ ♣r♦✈✐s✐♦♥s q✉✐ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r✐♠❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡
♣❡rt❡ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✓ ❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦ ✔✮ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ r❛t✐♦ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✶✵✵✪✳ ❈❡❝✐ ❡st
❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ❧♦✐ ♦❜❧✐❣❡
✉♥ r❛t✐♦ ❞❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐té ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡s ✶✵✵✪ ❡t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛s❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts ❡♥tr❡ ❛❝t✐❢ ❡t
♣❛ss✐❢ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ t②♣❡ ✈✐❡✴❞é❝ès ♣♦✉✈❛♥t s❡ ❜❛s❡r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ ❢❡r❛ s✉r
✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜❝t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ✓ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ✔✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛♥t✐❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥
❇❡❧❣✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❤♦♠♠❡s
❡t ❧❡s ❢❡♠♠❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♠❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛t ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ st✐♣✉❧❡ ❧✬❆rrêté
❘♦②❛❧ ❞✉ ✶✹ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✸ ✭❬✶✻❪✮✳ ▲✬❛ss✉r❡✉r ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ s✬❛rr❛♥❣❡r ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♣r✐♠❡
✉♥✐q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ s❡①❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦✉✈r❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ❝❛♣✐t❛✉①✳

✻✳✶ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✻✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✲ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❢❛❝✐❧❡
à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s✉✐✈r❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ s❛ ✈✐❡ ♠❛✐s ❞❡
❝♦♠♣♦s❡r ❛✈❡❝ ❧❡s px(t) ❞✬✉♥❡ ❛♥♥é❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣♦s❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞❡ ✸✺ ❛♥s ❡♥ ✷✵✶✺✱ p40(2015) s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ✸✺ ❛♥s ❡♥ ✷✵✶✺ ♥✬❛✉r❛ ✹✵ ❛♥s q✉✬❡♥ ✷✵✷✵ ❡t q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
p40(2020) ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ♣✉✐sq✉❡ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❞✬❛✈♦✐r p40(2015) = p40(2020)✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡
❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ✸✺ ❛♥s ❡♥ ✷✵✶✺ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p35(2015)✱p36(2016)✱p37(2017) ❡t
❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✺✳

✹✾



✺✵ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

P♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉
♥❛✐ss❛♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t s✐♠✉❧❡r ❧❡s px(t) s✉r ❧❡s ✶✵✵ ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✳ ❖r ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡s
sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ❧♦✐♥t❛✐♥❡s✱ ♣❧✉s ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ré❡❧❧❡ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❡t ♣❧✉s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s px(t) ❡st
❧✐♠✐té❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs tr♦✉✈é❡s s♦♥t ❛ss❡③ ✜❛❜❧❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s à ❞❡s ✜♥s
❞❡ ♣r✐❝✐♥❣✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s❡r♦♥t ❜✐❛✐sé❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ré❛❧✐té✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❡♥t q✉❛♥t à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ tpx✳
P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❜❧❡✉ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ r♦✉❣❡✳

t t+ 1 t+ 2 t+ 3 t+ 4 t+ 5

x+ 5 px+5(t) px+5(t+ 5)

x+ 4 px+4(t) px+4(t+ 4)

x+ 3 px+3(t) px+3(t+ 3)

x+ 2 px+2(t) px+2(t+ 2)

x+ 1 px+1(t) px+1(t+ 1)

x px(t)

❍♦r♠✐s ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

e̊x =
101−x∑

t=1

tpx.

✻✳✶✳✷ ❘❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✳

❯♥❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈✐❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❛✉ ♣❛✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♠♦♥t❛♥t✱ ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t t❛♥t q✉❡ ❧✬❛ss✉ré ❡st ❡♥ ✈✐❡✳ ▲❛ ♣r✐♠❡ ❡st
❝❡♥sé❡ êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛✐❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs ❛❝t✉❛❧✐sés ❝❛r ❧❛ ♠✉t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
r✐sq✉❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛②❡r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♠❡s ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞é❝é❞é❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥tr❛t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t à
❧❡✉rs ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r t❛r✐❢❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ r❡♥t❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✉r♦ à ❞✐str✐❜✉❡r ❧✬❛♥ ♣r♦❝❤❛✐♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥✈❡st✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦♠♠❡
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é
♦❜❧✐❣❛t❛✐r❡✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❝t✉❛r✐❡❧s ❞❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✱ ✐❧ ❡st
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ r❡♥t❡ ak⌉✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt i ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs

❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ s♦♠♠❡ à ✐♥✈❡st✐r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✉r♦ ❞❛♥s ✉♥ ❛♥ ✈❛✉t 1
1+i

✱ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r

❛✈♦✐r ✉♥ ❡✉r♦ ❞❛♥s ❞❡✉① ❛♥s ✈❛✉t
(

1
1+i

)2
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ♣❛✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡✉r♦ ♣❛r ❛♥ ❞é♠❛rr❛♥t ❧✬❛♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❞✉r❛♥t k
❛♥♥é❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs✱ ❛♣♣❡❧é t❡r♠❡ ❞❡ r❡♥t❡ ak⌉ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r

ak⌉ = v + v2 + v3 + ...+ vk =
1− vk

i
.



Pr✐❝✐♥❣✳ ✺✶

❆✈❡❝ v = 1
1+i

✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✳

P♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✉♥❡ r❡♥t❡ à t❡r♠❡ é❝❤✉ ❧✐♠✐té❡
à ✷✵ ❛♥s✱ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ✸✺ ❛♥s q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞r♦✐t à ✉♥ ♣❛✐❡♠❡♥t ❞❡ ✶ ➾ ♣❛r ❛♥♥é❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛t✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡
✭❱♦✐r ❬✻❪✮

nax =
n−1∑

k=1

ak⌉kpxqx+k + an⌉npx. ✭✻✳✶✮

❛✈❡❝
✖ kpx✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞✬â❣❡ x ❞✬êtr❡ ❡♥ ✈✐❡ ❛♣rès k ❛♥♥é❡s✱ tpx ét❛♥t

❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳
✖ qx+k✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝é❞❡r ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ x+ k✳
✖ ak⌉ ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ r❡♥t❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✭kpx✮
q✉✐ s❡ ✈♦✐t ✈❡rs❡r ✉♥ ❡✉r♦ ♣❛r ❛♥ ❛❝t✉❛❧✐sé ✭ak⌉✮ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛♥♥é❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❡✉rs ❞é❝ès ✭qx+k✮✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ an⌉npx r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ❞é❝è❞❡♥t ❛♣rès ❧✬❛♥♥é❡ ♥✳

✻✳✶✳✸ ❙❈❘ ❡t ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ r❛t✐♦ ❞❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐té ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ✶✵✵✪✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❡s ❛❝t✐❢s ❡t ♣❛ss✐❢s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ r❛t✐♦✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r
❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❙❈❘ ❡t ❞❡ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦

❙❈❘✳

▲❡ ✓ ❙♦❧✈❡♥❝② ❈❛♣✐t❛❧ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭❙❈❘✮ ✔ ♦✉ ✓ ❈❛♣✐t❛❧ ❞❡ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐té ❘❡q✉✐s ✔ ❡st ❞é✜♥✐
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✶✵✶ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❉✐r❡❝t✐✈❡ ✷✵✵✾✴✶✸✽✴❈❊ ❝♦♠♠❡ s✉✐t
✭❬✶✵❪✮ ✿

✓ ✳✳✳ ▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐té r❡q✉✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ r✐sq✉❡ ✭❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦✮ ❞❡s
❢♦♥❞s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ré❛ss✉r❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❞❡ ✾✾✱✺ ✪ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥✳ ✔

■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛r❣❡♥t q✉❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❡♥ rés❡r✈❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❡♥❝❛✐ss❡r ❧❡s ❝❤♦❝s ♠❛❥❡✉rs✳ ❈❡s ❝❤♦❝s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❛t✉r❡s ❡t s♦♥t ré♣❛rt✐s ❡♥tr❡
♠✐♥✐♠✉♠s ✻ t②♣❡s ❞❡ r✐sq✉❡s ❞é✜♥✐s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣ré❝✐té✳

▲❡s ❢❛✐❜❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❛❝t✉❡❧s s♦♥t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❞✉ t②♣❡ ✓ r✐sq✉❡ ❞❡ ♠❛r❝❤é ✔ ✿ ❧❡s
❣❛r❛♥t✐❡s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❛❝❝✐❞❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✔ ét❛♥t t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜❝✐t❛✐r❡s ✭❧❡ t❛✉① ❞❡ ♣r✐♠❡
♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ é❧❡✈é ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛ss✉r❡✉r✮✱ ✐❧ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ r✐sq✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛r❝❤é ♦❜❧✐❣❛t❛✐r❡✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡s t❛✉① ❢❛✐❜❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s
❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ r❡♥tr❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬❛r❣❡♥t q✉❡ ♣ré✈✉ ❡t ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❡♥ ❞é❢❛✉t ❞✬❛❝t✐❢s
❝♦✉✈r❛♥t ❧❡s s✐♥✐str❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❤❛✉ss❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ♣r✐♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳

❊♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❙❈❘ ❛✉ ✓ r✐sq✉❡ ❞❡ s♦✉s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ✈✐❡ ✔ ❡t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
q✉❡ ❧❛ ♣r✐♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ✐♠❛❣✐♥é ✐❝✐✱ ❧❡ ❙❈❘ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞✬❛❝t✐❢s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❡ r✐sq✉❡ ❧✐é ❛✉ ♣r♦❞✉✐t✳



✺✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳

❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦✳

▲❡s ♥♦r♠❡s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s✱ ❞✐t❡s ❙♦❧✈❡♥❝② ■■✱ ♦❜❧✐❣❡♥t ❧❡s ❛ss✉r❡✉rs à ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉
r✐sq✉❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧✐t❡ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ✶✾✾ s✉r ✷✵✵✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sés ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❢❛✐❧❧✐t❡ q✉✬✉♥❡
❢♦✐s t♦✉s ❧❡s ✷✵✵ ❛♥s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s 0.5% ❞❡s ❝❛s✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❱❛❧✉❡✲❛t✲
❘✐s❦✱ ♦✉ ❱❛❘✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ α✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❧✐é❡ à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❛♥s α% ❞❡s ❝❛s✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

V aRα(X) = inf {x : P (X > x) ≤ 1− α} .

❈❡❝✐ ♣❡✉t s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ X
♥❡ ♣✉✐ss❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r V aRα(X) q✉❡ ❞❛♥s (1− α)% ❞❡s ❝❛s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ à ❧❛ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✱ ❧❛ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 99.5%✱ q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ nax ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❝❡ ♠♦♥t❛♥t✲❧à
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❞❡✈r❛ ❞é❜♦✉rs❡r✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧

px(t) ∝ − (BxKt + bx,iκt,i + bx,i,jκt,i,j) et qx(t) = (1− px(t)),

❧❡ ♠♦♥t❛♥t ♠❛①✐♠✉♥ ♣♦✉r ❧❛ r❡♥t❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ tr♦✉✈é ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❧❡ 0.5% ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s s♦✉s✲❥❛❝❡♥tsKt✱ κt,i✱ κt,i,j ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✈♦♥t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

kpx t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs qx+k✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❛ V aR99.5 ❞❡ ❧❛ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✳

❘❛t✐♦ ❞❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐té✳

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡ ❙❈❘ à ❧✬❛❝t✐❢ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❡s ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡
❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐❢❛♥t ❧❛ V aR99.5 ❛✉ ♣❛ss✐❢ ❝réé ♣❛r ❝❡s ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡ ♥❡ s❡r❛
s♦❧✈❛❜❧❡ q✉❡ s✐

actifs

passifs
≈

SCR

V aR99.5
= 100%.

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ SCR = V aR99.5✳

✻✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳

●râ❝❡ ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❡ ❙❈❘ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ✜❝t✐❢ ❞❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t s❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✾✾✳✺✪ s✉r ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧❡s kpx s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ 99.5% ❞❡ ❧❡✉rs ❡①tr❛♣♦❧❛✲
t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ V aR99.5 à ❧❛
V aR50✱ ❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣r✐♠❡s q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t✳

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ✸✺ ❛♥s ❡t ✉♥ ❝♦♥tr❛t✱ s✐❣♥é ❡♥ ✷✵✶✽✱ ❞❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡
❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✷✵ ❛♥s q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞r♦✐t à ✉♥ ❡✉r♦ ♣❛r ❛♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡✱
❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❢♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s V aR99.5 ❡t V aR50 ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t
❆❈❋✲✷✱ t♦✉t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠❡s r❡❧❛t✐✈❡s ∆ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳

P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡ i = 0.01 ✿



Pr✐❝✐♥❣✳ ✺✸

▲❈ ❆❈❋✲✷
V aR50 V aR99.5 ∆ V aR50 V aR99.5 ∆

❍♦♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✶✼✳✼✽✼✼✶ ✶✼✳✽✷✶✾✷ ✵✳✶✾✷ ✪ ✶✼✳✼✻✻✺✵ ✶✼✳✽✶✹✷✹ ✵✳✷✻✾ ✪
❍♦♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✶✼✳✼✹✶✾✻ ✶✼✳✼✼✼✾✵ ✵✳✷✵✸ ✪ ✶✼✳✼✷✷✺✹ ✶✼✳✼✻✶✻✺ ✵✳✷✷✶ ✪

❍♦♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✶✼✳✽✾✽✼✶ ✶✼✳✾✷✺✹✾ ✵✳✶✺✵ ✪ ✶✼✳✽✺✺✺✾ ✶✼✳✽✽✹✽✸ ✵✳✶✻✹ ✪
❋❡♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✶✼✳✽✽✻✺✵ ✶✼✳✾✶✶✾✸ ✵✳✶✹✷ ✪ ✶✼✳✽✽✹✺✺ ✶✼✳✾✷✵✸✸ ✵✳✷✵✵ ✪
❋❡♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✶✼✳✽✾✺✾✽ ✶✼✳✾✷✶✼✾ ✵✳✶✹✹ ✪ ✶✼✳✽✽✶✵✹ ✶✼✳✾✵✽✼✵ ✵✳✶✺✺ ✪

❋❡♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✶✼✳✽✾✺✻✺ ✶✼✳✾✶✻✼✾ ✵✳✶✶✽ ✪ ✶✼✳✽✾✻✺✻ ✶✼✳✾✸✶✶✵ ✵✳✶✾✸ ✪

P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡ i = 0.0125 ✿

▲❈ ❆❈❋✲✷
V aR50 V aR99.5 ∆ V aR50 V aR99.5 ∆

❍♦♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✶✹✳✷✸✵✶✼ ✶✹✳✷✺✼✺✹ ✵✳✶✾✷ ✪ ✶✹✳✷✶✸✷✵ ✶✹✳✷✺✶✸✾ ✵✳✷✻✾ ✪
❍♦♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✶✹✳✶✾✸✺✼ ✶✹✳✷✷✷✸✷ ✵✳✷✵✸ ✪ ✶✹✳✶✼✽✵✸ ✶✹✳✷✵✾✸✷ ✵✳✷✷✶ ✪

❍♦♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✶✹✳✸✶✽✾✼ ✶✹✳✸✹✵✹✵ ✵✳✶✺✵ ✪ ✶✹✳✷✽✹✹✼ ✶✹✳✸✵✼✽✼ ✵✳✶✻✹ ✪
❋❡♠♠❡s✱ ❇❡❧❣✐q✉❡ ✶✹✳✸✵✾✷✵ ✶✹✳✸✷✾✺✺ ✵✳✶✹✷ ✪ ✶✹✳✸✵✼✻✹ ✶✹✳✸✸✻✷✻ ✵✳✷✵✵ ✪
❋❡♠♠❡s✱ ❋r❛♥❝❡ ✶✹✳✸✶✻✼✽ ✶✹✳✸✸✼✹✸ ✵✳✶✹✹ ✪ ✶✹✳✸✵✹✽✸ ✶✹✳✸✷✻✾✻ ✵✳✶✺✺ ✪

❋❡♠♠❡s✱ P❛②s✲❇❛s ✶✹✳✸✶✻✺✷ ✶✹✳✸✸✸✹✸ ✵✳✶✶✽ ✪ ✶✹✳✸✶✼✷✺ ✶✹✳✸✹✹✽✽ ✵✳✶✾✸ ✪

❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ V aR99.5 = SCR✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥st❛ts s♦♥t à ❢❛✐r❡ ✿
✖ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❡ ❙❈❘ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣ré✈♦✐t ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡

✈✐❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✈✐✈❡♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬❛r❣❡♥t
❛✜♥ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♥tr❛t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♣ré✈♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❙❈❘ ♣❧✉s
é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ♣❛②s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣ré✈♦✐t ✉♥ ❙❈❘ ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❡t ❛✉① P❛②s✲❇❛s✳
❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡ ❙❈❘ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é s♦♥t
❥✉st❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ♣ré❞✐s❛✐❡♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♥tr❡ ✷✵✶✹ ❡t ✷✵✶✽✱
♣✉✐sq✉✬✐❧s ❛✈❛✐❡♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ s✉ré✈❛❧✉❡r✳ ❊♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❝❡❝✐ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ ❙❈❘ ❧❡ ♣❧✉s
❜❛s ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣✳

✖ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐①✐è♠❡s ❞❡ ♣♦✉r❝❡♥t✳

✖ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ V aR ❡♥tr❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ❧❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✾✾✳✺ ❡st ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ s❡①❡ ♦✉ ❧❡ ♣❛②s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ✸ ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ❡①tr❛♣♦❧és ✭Kt✱
κt,i❡tbx,i,j✮ ❝♦♥tr❡ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ✭Kt✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ♣❧✉s
é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✳

✖ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡ 1% ♦✉ ✉♥ t❛✉①
❞✬✐♥térêt ❞❡ 1.25% s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ±25%✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠❡
r❡❧❛t✐✈❡ ∆ ❡♥tr❡ ❧❡s V aR50 ❡t ❧❡s V aR99.5 ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ±0.2%✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥
❢❛❝t❡✉r ✶✵✵ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ♣r✐♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é♥♦r♠❡✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❧❡
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛ss✉r❡✉r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s t❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳



✺✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s❛♥s éq✉✐✈♦q✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥st❛ts ♦♥t été ♣♦sés t♦✉t ❛✉
❧♦♥❣ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❡t s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡
❝♦♠♣❧❡①✐✜é ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s❡①❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✶✮✱ ❞✉ ♣❛②s ✭❆❈❋✲✷✮
❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭❆❈❋❈✮✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ s♦✉s✲♠♦rt❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s
♥é❡s ❡♥tr❡ ✶✾✷✺ ❡t ✶✾✹✺ ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❇❡❧❣✐q✉❡✴❋r❛♥❝❡✴P❛②s✲❇❛s✱ ❝❡t ❡✛❡t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❡✛❡t ❞❡
s♦✉s✲♠♦rt❛❧✐té ♣rés❡♥t ❛✉ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s ♥é❡s ❡♥tr❡ ✶✾✸✵ ❡t ✶✾✹✼✱ ❧❡s ❝❛✉s❡s
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦❤♦rt❡✱ ♣❧✉s ❧é❣❡r✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ♣♦✉r
❧❡s ❤♦♠♠❡s ❡♥tr❡ ✶✽✼✺ ❡t ✶✽✾✺✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ rétr♦s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s é✈♦❧✉✲
t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ♣❛r ❝♦❤♦rt❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛✲
t✐♦♥✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡①♣❧♦s❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❤♦rt❡s✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋❈ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❢✉t✉rs✳

▲❡s rés✐❞✉s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s s✉✐✈❡♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ✉♥❡ ❧♦✐
◆♦r♠❛❧❡ ♦✉ ♣❡✉✈❡♥t ② êtr❡ ❛ss♦❝✐és✳ ❆✜♥ ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ARIMA(1, 10)✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▲❈ ❡t ❆❈❋✲✷✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡
✶✾✹✻ à ✷✵✶✸ ❡st ♠✐❡✉① ❝❛♣té❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❈✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❆❈❋✲✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✹ ❝❛s s✉r ✻✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ét❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ❞❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡ ❡t ❛✉① P❛②s✲❇❛s✳

▲❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à ✷✵✻✵ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❛♥s ✹ ❝❛s s✉r ✻
❡t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥
ét❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳

❈❡s ❝♦♥st❛ts✱ ❝♦✉♣❧és ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ st❛❣♥❡ ❞❡♣✉✐s ✷✵✶✺
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s ✭t♦✉s ♣❛②s ❝♦♥❢♦♥✲
❞✉s✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s ❡♥ ❇❡❧❣✐q✉❡
❡t ❛✉① P❛②s✲❇❛s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡
❢✉t✉r❡✳

✺✺



✺✻

❊♥✜♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣r✐❝✐♥❣ s✉r ✉♥❡ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ à t❡r♠❡ é❝❤✉ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❛ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠é❞✐❛♥❡s ❡t ❤❛✉t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t
très ❢❛✐❜❧❡s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 2%✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s♦✉s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❙❈❘ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡ r✐sq✉❡ ❧❡
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♠❛r❝❤é ✈✐❛ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ét❛♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦rt✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❇❡r❛ ❆✱ ❏❛rq✉❡ ❈ ✭✶✾✽✵✮✳ ❊✣❝✐❡♥t t❡sts ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐t②✱ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞ s❡r✐❛❧ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s ✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✾✽✵✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ✐ss✉❡ ✸✱ ✷✺✺✲✷✺✾

❬✷❪ ❇♦✉r❡❛✉ ❈ ✭✷✵✶✹✮✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▲❡❡✲❈❛rt❡r✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❬q✲✜♥✳❘▼❪✳ ❞✉♠❛s✲✵✶✵✼✸✺✹✼✱ ✶✺

❬✸❪ ❇♦✉r❞✐❧❧♦♥ ❋ ✭✷✵✶✽✮✳ ▲❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❧✐é❡s ❛✉ t❛❜❛❝ ❝❤❡③ ❧❡s ❢❡♠♠❡s ✿ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré✲
♦❝❝✉♣❛♥t❡✳ ❇✉❧❧ ❊♣✐❞é♠✐♦❧ ❍❡❜❞✳✭✸✺✲✸✻✮ ✿✻✽✷✳

❬✹❪ ❇♦① ●✱ ❏❡♥❦✐♥s ● ✭✶✾✼✵✮✳ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s ✿ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ✿
❍♦❧❞❡♥✲❉❛②✳

❬✺❪ ❇r♦✉❤♥s ◆✱ ❉❡♥✉✐t ▼✱ ❱❡r♠♦✉♥t ❏❑ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆ ♣♦✐ss♦♥ ❧♦❣✲❜✐❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧✐❢❡t❛❜❧❡s✳ ■♥s✉r❛♥❝❡ ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
✸✶✭✸✮ ✿✸✼✸✲✸✾✸✳

❬✻❪ ❉✐❝❦s♦♥ ❉✱ ❍❛r❞② ▼✱ ❲❛t❡rs ❍ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆❝t✉❛r✐❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❢♦r ❧✐❢❡ ❈♦♥t✐♥❣❡♥t ❘✐s❦s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡r✐❡s ♦♥ ❆❝t✉❛r✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷♥❞ ❊❞✳ ✿✶✶✸

❬✼❪ ❍❛✐♥❛✉t ❉✱ ▲❆❈❚❯ ✷✵✸✵ ✿ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❝❛t❤♦❧✐q✉❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ✿
❤tt♣s ✿✴✴s✐t❡s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴✈✐❡✇✴❞♦♥❛t✐❡♥❤❛✐♥❛✉t✴❤♦♠❡

❬✽❪ ❍✉r❧✐♥ ❈✱ ❊❝♦♥♦♠étr✐❡ ❆♣♣❧✐q✉é❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r❧é❛♥s ✿ ❤tt♣s ✿✴✴✇✇✇✳✉♥✐✈✲
♦r❧❡❛♥s✳❢r✴❞❡❣✴♠❛st❡rs✴❊❙❆✴❈❍✴❈♦✉rs❙❡r✐❡s❚❡♠♣❴❈❤❛♣✸✳♣❞❢

❬✾❪ ❤tt♣s ✿✴✴❝❧✐♠❛t✳❜❡✴❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts✲❝❧✐♠❛t✐q✉❡s✴❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✴s❛♥t❡

❬✶✵❪ ❤tt♣s ✿✴✴❡✉r✲❧❡①✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✴▲❡①❯r✐❙❡r✈✴▲❡①❯r✐❙❡r✈✳❞♦ ❄✉r✐❂❖❏ ✿▲ ✿✷✵✵✾ ✿✸✸✺ ✿✵✵✵✶ ✿✵✶✺✺ ✿❢r ✿P❉❋

❬✶✶❪ ❤tt♣s ✿✴✴❢r✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▼✪❈✸✪❆✾t❤♦❞❡❴❞❡❴◆❡✇t♦♥

❬✶✷❪ ❤tt♣s ✿✴✴✇✇✇✳♠♦rt❛❧✐t②✳♦r❣✴

❬✶✸❪ ❤tt♣s ✿✴✴♦❜s❡r✈❛t♦✐r❡✲❞❡s✲s❡♥✐♦rs✳❝♦♠✴❧❡s♣❡r❛♥❝❡✲❞❡✲✈✐❡✲❞❡s✲❢r❛♥❝❛✐s✲st❛❣♥❡✲❞❡♣✉✐s✲✷✵✶✺✴

❬✶✹❪ ❤tt♣s ✿✴✴st❛t❜❡❧✳❢❣♦✈✳❜❡✴❢r✴♥♦✉✈❡❧❧❡s✴❧❡s♣❡r❛♥❝❡✲❞❡✲✈✐❡✲❛tt❡✐♥t✲✽✹✲❛♥s✲♣♦✉r✲❧❡s✲❢❡♠♠❡s✲
❡t✲✼✾✲❛♥s✲♣♦✉r✲❧❡s✲❤♦♠♠❡s✲❡♥✲✷✵✶✻

❬✶✺❪ ❤tt♣s ✿✴✴s✉♣♣♦rt✳♠✐♥✐t❛❜✳❝♦♠✴❢r✲❢r✴♠✐♥✐t❛❜✴✶✽✴❤❡❧♣✲❛♥❞✲❤♦✇✲t♦✴♠♦❞❡❧✐♥❣✲
st❛t✐st✐❝s✴t✐♠❡✲s❡r✐❡s✴s✉♣♣♦rt✐♥❣✲t♦♣✐❝s✴t✐♠❡✲s❡r✐❡s✲♠♦❞❡❧s✴✜t✲❛♥✲❛r✐♠❛✲♠♦❞❡❧✴

❬✶✻❪ ❤tt♣s ✿✴✴✇✇✇✳❡t❛❛♠❜✳❜❡✴❢r✴❛rr❡t❡✲r♦②❛❧✲❞✉✲✶✹✲♥♦✈❡♠❜r❡✲✷✵✵✸❴♥✷✵✵✸✵✷✸✵✶✹✳❤t♠❧

❬✶✼❪ ❑❛❧❜❡♥ ❇ ✭✷✵✵✵✮ ❲❤② ♠❡♥ ❉✐❡ ❨♦✉♥❣❡r✳ ◆ ❛♠ ❆❝t❡✉r ❏ ✹✭✹✮ ✿✽✸✲✶✶✶

❬✶✽❪ ▲❡❡ ❘✱ ❈❛rt❡r ▲ ✭✶✾✾✷✮ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❯❙ ♠♦rt❛❧✐t②✳ ❏ ❆♠ ❙t❛t ❆ss♦❝
✽✼✭✶✹✮ ✿✻✺✾✲✻✼✺

❬✶✾❪ ▲✐ ❏ ✭✷✵✶✸✮ ❆ P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♠♦rt❛❧✐t② ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②
❥♦✐♥t❧② ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s ❛♥❞ ♠❛❧❡s✳ P♦♣✉❧ st✉❞ ✻✼✭✶✮ ✿✶✶✶✲✶✷✻

✺✼
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❬✷✵❪ ▲✐ ◆✱ ▲❡❡ ❘ ✭✷✵✵✺✮ ❈♦❤❡r❡♥t ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛sts ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❞❡♠♦❣r❛♣❤② ✹✷✭✸✮ ✿✺✼✺✲✺✾✹

❬✷✶❪ ▼❡s❧é ❋✱ ❱❛❧❧✐♥ ❏ ✭✷✵✶✵✮✳ ❊s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ ❣❛❣♥❡r tr♦✐s ♠♦✐s ♣❛r ❛♥ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❄
P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✫ ❙♦❝✐été ✹✼✸

❬✷✷❪ ❘✉❞✐♥ ❲ ✭✶✾✼✻✮✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐r❞ ❊❞✐t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡✲
r✐❡s ✐♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦♦❦ ❈♦✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✲❆✉❝❦❧❛♥❞✲
❉üss❡❧❞♦r❢ ✿ ①✰✸✹✷

❬✷✸❪ ❙❡①✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r ❯❑ ❝♦✉♥tr✐❡s ✿ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡❡ ❨♦♥❣q✉✐♥❣
❈❤❡♥✱ P✐❡tr♦ ▼✐❧❧♦ss♦✈✐❝❤✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❆❝t✉❛r✐❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ✭✷✵✶✼✮ ✼ ✿✹✵✺✲✹✸✹

❬✷✹❪ ❲✐❧❧❡ts ❘✭✷✵✵✹✮ ❚❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✿ ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❇r ❆❝t✉❛r ❏ ✶✵✭✹✮ ✿✽✸✸✲✽✼✼



❆♥♥❡①❡✳

❆✶✳ ❈♦❞❡ ❡t ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲✬❡♥t✐èr❡té ❞❡s ❝♦❞❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❘✳ ■❧s ♦♥t été ❛♥♥❡①és s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ✳❘✳

▲❡s ❝♦❞❡s ✓ ❆❈❋❈ ✔✱ ✓ ❆❈❋✲✷ ✔ ❡t ✓ ▲❈ ✔ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♠♦❞è❧❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ■❧s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✳t①t s✉✐✈❛♥t ✿ ✓ ❞❡❛t❤s❴❇❡❧❣✐q✉❡ ✔✱
✓ ❞❡❛t❤s❴❋r❛♥❝❡ ✔✱ ✓ ❞❡❛t❤s❴♥❞❧s ✔✱ ✓ ❡①♣♦s✉r❡s❴❇❡❧❣✐q✉❡ ✔✱ ❡①♣♦s✉r❡s❴❋r❛♥❝❡ ✔✱ ❡①♣♦s✉r❡s❴♥❞❧s ✔
q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥♥❡①és ❛✉ ♣rés❡♥t ♠é♠♦✐r❡✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s♦♥t ✐ss✉s ❞✉ ❝♦❞❡ ✓ ❆❈❋❈ ✔✳
▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ❆❈❋✲✷ ✔✱ ✉t❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✳t①t ✿
✖ ✓ ❜❛s❡✻✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s dx,t ❡t lx,t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à

✷✵✶✸✳
✖ ✓ ❦t❴❆❈❋✷ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷

♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸✳
✖ ✓ ❞❛t❛❴❆❈❋✷ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés ax,i,j ✱ Bx✱ Kt✱ bx,i✱ κt,i✱ bx,i,j ❡t

κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸✳
▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ❆❈❋✲✷ ✔✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✽ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✿

✖ ✓ ❜❛s❡✼✸ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s dx,t ❡t lx,t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à
✷✵✶✽✳

✖ ✓ ❦t❴❆❈❋✷❴✷✵✶✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❆❈❋✲✷♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✽✳

✖ ✓ ❞❛t❛❴❆❈❋✷❴✷✵✶✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés ax,i,j ✱ Bx✱ Kt✱ bx,i✱ κt,i✱ bx,i,j
❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✽✳

▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ▲❈ ✔✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✿
✖ ✓ ❦t❴▲❈ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻

à ✷✵✶✸✳
✖ ✓ ❞❛t❛❴▲❈ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés ax,i,j ✱ Bx✱ ❡t Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♣♦✉r

❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✸✳
▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ▲❈ ✔✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✽ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✿

✖ ✓ ❦t❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s
✶✾✹✻ à ✷✵✶✽✳

✖ ✓ ❞❛t❛❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧✐❜rés ax,i,j ✱ Bx✱ ❡t Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈
♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✻ à ✷✵✶✽✳

✺✾
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❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳

▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❑t ✔ ✉t✐❧✐s❡ ✿
✖ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❴❆❈❋✷ ✔ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✶✵✳✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s s✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳ ■❧

❡♥ r❡s♦rt ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❙ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷
♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳

✖ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❴❆❈❋✷❴✷✵✶✽ ✔ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✶✵✳✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s s✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à
✷✵✻✵✳ ■❧ ❡♥ r❡s♦rt ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❙❴✷✵✶✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à ✷✵✻✵✳

▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❑t❴▲❈ ✔ ✉t✐❧✐s❡ ✿
✖ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❴▲❈ ✔ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✶✵✳✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s s✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳ ■❧ ❡♥

r❡s♦rt ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❙❴▲❈ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈
♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✹ à ✷✵✶✽✳

✖ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✶✵✳✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s s✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à ✷✵✻✵✳
■❧ ❡♥ r❡s♦rt ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✓ ❦t❙❴❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Kt✱ κt,i ❡t κt,i,j
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✾ à ✷✵✻✵✳

❈❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✖ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❆❈❋ ❡t P❆❈❋ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
✖ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❡st ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✳
✖ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡s Kt✱ κt,i κt,i,j ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡t Kt ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲❈ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡✳

▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ❡s♣ér❛♥❝❡ ✔ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✓ ❞❛t❛❴❆❈❋✷ ✔✱ ✓ ❞❛t❛❴▲❈ ✔✱ ✓ ❜❛s❡✼✸ ✔✱ ✓ ❦t❙ ✔
❡t ✓ ❦t❙❴▲❈ ✔ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

✖ ▲❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ✶✾✹✻ ❡t ✷✵✶✸✳
✖ ▲❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❈❋✲✷ ❡♥tr❡ ✶✾✹✻ ❡t ✷✵✶✸✳
✖ ▲❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ✈✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈ ❡♥tr❡ ✶✾✹✻ ❡t ✷✵✶✸✳
✖ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈ ❡♥tr❡ ✷✵✶✹ ❡t

✷✵✶✽✳
✖ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈ ❡♥tr❡ ✷✵✶✹ ❡t

✷✵✶✽✳
❈❡ ❝♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿

✖ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✾✺✪
✖ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✾✺✪

▲❡ ❝♦❞❡ ✓ ❡s♣ér❛♥❝❡❴✷✵✻✵ ✔ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✓ ❞❛t❛❴❆❈❋✷❴✷✵✶✽ ✔✱ ✓ ❞❛t❛❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔✱
✓ ❜❛s❡✼✸ ✔✱ ✓ ❦t❙❴✷✵✶✽ ✔ ❡t ✓ ❦t❙❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

✖ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠é❞✐❛♥❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈ ❡♥tr❡ ✷✵✶✾ ❡t
✷✵✻✵✳

✖ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈ ❡♥tr❡ ✷✵✶✾ ❡t
✷✵✻✵✳

✖ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈ ❡♥tr❡ ✷✵✶✾ ❡t
✷✵✻✵✳

❈❡ ❝♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿
✖ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✾✺✪
✖ ❧❡s ❞♦♥♥és ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✻✶

❈❛❝✉❧ ❞✉ ♣r✐❝✐♥❣

▲❡ ❝♦❞❡ ✓ r❡♥t❡ ✈✐❛❣èr❡ ✔ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ✓ ❞❛t❛❴❆❈❋✷❴✷✵✶✽ ✔✱ ✓ ❞❛t❛❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔✱
✓ ❦t❙❴✷✵✶✽ ✔ ❡t ✓ ❦t❙❴▲❈❴✷✵✶✽ ✔ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

✖ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs V aR99.5 ❡t V aR50 ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❈❋✲✷ ❡t ▲❈✳
✖ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ r❡❧❛t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❆✷✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳

❆❈❋ ❡t P❆❈❋ ♣♦✉r ❧❡s ❦t✐❥✱ ❢❡♠♠❡s✱ ❆❈❋✲✷✳



✻✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

●r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ❇① ❡t ❑t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❡♥tr❡ ✶✾✹✻ ❡t ✷✵✶✹✱
✈❡♥t✐❧é ♣❛r ♣❛②s ❡t ♣❛r s❡①❡✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✻✸

❆❈❋ ❡t P❆❈❋ ♣♦✉r ❧❡s ❑t❴▲❈✳



✻✹ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✻✺

❆✸✳ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ♣♦✉r ❧❡s ❑t❴▲❈✳

JB = 0 S = 0 K = 3

Kt❴LC ♣✲✈❛❧❡✉r ❙t❛t ♣✲✈❛❧❡✉r ❙t❛t ♣✲✈❛❧❡✉r ❙t❛t

Kt,1,1 ✵✳✽✼✹✶ ✵✳✷✻✾✵✺ ✵✳✻✼✷✾ ✵✳✶✺✼✼✷ ✵✳✼✻✸✷ ✷✳✼✼✹✾
Kt,1,2 ✶✳✸✻✹❡✲✵✺ ✷✷✳✹✵✺ ✵✳✵✵✶✽✵✼ ✶✳✶✻✺✻ ✵✳✵✵✵✸✼✶✾ ✺✳✻✺✾✶
Kt,1,3 ✵✳✽✼✵✹ ✵✳✷✼✼✺✻ ✵✳✽✵✹✺ ✵✳✵✾✷✹✽✸ ✵✳✻✹✶✾ ✷✳✻✺✷✻
Kt,2,1 ✵✳✶✺✺✾ ✸✳✼✶✼✸ ✵✳✵✺✺✹ ✵✳✼✶✺✻ ✵✳✽✷✼✼ ✸✳✶✻✷✻
Kt,2,2 ✶✳✵✵✹❡✲✵✼ ✸✷✳✷✷✽ ✵✳✵✵✵✾✹✷✾ ✶✳✷✸✺✸ ✸✳✾✹✺❡✲✵✻ ✻✳✹✹✼✷
Kt,2,3 ✵✳✽✵✻✻ ✵✳✹✷✾✽✾ ✵✳✺✺✺✶ ✵✳✷✷✵✹✼ ✵✳✼✼✺✷ ✸✳✷✶✸✸
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