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Introduction

Durant les années 1930, I’étude de solutions a des équations aux dérivées partielles
amena a considérer des espaces de fonctions LP-intégrables, de dérivées faibles jusqu’a
un certain ordre k également LP-intégrables. Ces classes de fonctions apparurent comme
particulierement appropriées pour la formulation de ce type de problemes, permettant
de considérer la différentiabilité en un sens moins strict que le sens fort classique, mais
plus spécifique que celui des distributions. Ces espaces sont aujourd’hui connus sous le
nom d’espaces de Sobolev, et dénotés W*P pour rappeler le caractére faible, weak en
anglais, de la dérivabilité.

Lorsque que 1'on considere des espaces de Sobolev définis sur un ouvert borné €2 de R”,
une difficulté apparait : celle de donner un sens a des équations aux dérivées partielles
avec conditions au bord. En effet, les éléments de W*?(Q) étant des fonctions de I'espace
LP(§2), donc définies a des ensembles négligeables pres, il ne fait pas sens de parler d’une
restriction au bord 0f2. Cette difficulté peut étre contournée via la théorie des traces,
lorsque le bord 02 est suffisamment régulier. On a alors 'existence d’un unique opéra-
teur linéaire continu 7', étendant 'opérateur de restriction classique pour les fonctions
lisses, et associant a toute fonction WP un élément de LP(9). Les espaces de Sobolev
fractionnaires WP ou s est cette fois un nombre non entier, apparaissent alors natu-
rellement lors de 1’étude des propriétés de cet opérateur. En effet, pour u € W1?(Q), on

1-1 , , . .
au € W »P(0Q). Nous présentons dans ce mémoire une construction de ces espaces
en tant qu’espaces des fonctions LP, pour lesquelles une quantité appelée semi-norme de
Gagliardo est finie.

L’objectif principal de ce travail est le suivant. Selon le théoréme d’immersion de So-
bolev, les fonctions des espaces de Sobolev classiques sont plus intégrables qu’espéré
lorsque 'exposant p est strictement inférieur a la dimension n de 'espace. Plus pré-
cisément, on a linclusion des espaces de Sobolev WP dans LP", ou p* = n"—_pp est

lexposant critique de Sobolev. Ce résultat est une conséquence directe de l'inégalité
suivante,

[ullp- < ClIVullp,

pour tout u € WP, L’idée de ce travail est d’étudier les résultats analogues qu’il est
possible d’obtenir dans les espaces de Sobolev fractionnaires, lorsque sp < n. Pour ce
faire, nous suivons 'approche exposée dans le livre FElliptic PDEs, measures and capaci-
ties de A. Ponce [14, section 15.2], ou différents résultats et références sont mentionnés,
sans le détail des démonstrations.



Nous débutons le premier chapitre par quelques rappels sur les espaces de Sobolev, dans
le but d’exposer I'inégalité de Sobolev. Nous y présentons la démonstration de ce théo-
reme, afin de mettre en évidence les différences avec les techniques de preuves utilisées
dans le cas fractionnaire. Nous introduisons alors les espaces de Sobolev fractionnaires
W#P  définis comme les espaces de fonctions LP-intégrables, dont la semi-norme de Ga-
gliardo [-]s, est finie. Comme nous le verrons, il est possible de récupérer I'inégalité de
Sobolev pour cette semi-norme de maniere relativement immédiate, via une démons-
tration présentée dans [14]. Nous verrons alors plus précisément comment ces espaces
peuvent étre vus comme espaces intermédiaires entre les espaces LP et WP, et comment
il est possible de récupérer la norme classique sur WP, en étudiant la limite pour s
tendant vers 1 dans la semi-norme de Gagliardo.

Le chapitre 2 est consacré a 'introduction d'un gradient fractionnaire V° d’ordre 0 <
s < 1, objet jouant le rdéle de gradient dans le contexte des espaces de Sobolev frac-
tionnaires. Nous étudions différentes propriétés de celui-ci, telles que sa dérivabilité et
son intégrabilité. Comme nous le verrons, l'appellation de gradient fractionnaire est no-
tamment motivée par le fait qu’il est possible de récupérer le gradient usuel en faisant
tendre s vers 1. D’autre part, cet objet vérifie une formule de représentation, permettant
d’exprimer une fonction via son gradient fractionnaire. Cette propriété jouera un role
clef dans les démonstrations étudiées au chapitre suivant.

Dans le chapitre 3, on se demande alors s’il est possible de récupérer 'inégalité de Sobolev
pour ce gradient fractionnaire, c¢’est-a-dire, de montrer

lell 2z < ClIVollp.

Nous commencons par traiter le cas ou p > 1. L’idée clef consiste a établir ’estimation
suivante pour le noyau de Riesz I,(1) = —

- |$‘n—s )

\E% Fll 2 < Cl

ot C >0, f e L'NLP et p> 1. Ce théoréme fut initialement démontré en 1938 par
S. L. Sobolev, dans [12]. Nous suivons ici la démonstration exposée dans [13] par E. M.
Stein. En couplant ce résultat appliqué a |V¥y|, avec la formule de représentation, nous
serons alors en mesure de comparer la norme LP" d’une fonction ¢ avec la norme LP de
son gradient fractionnaire et ainsi obtenir l'inégalité de Sobolev fractionnaire souhaitée.
Dans une section suivante, nous présentons un contre-exemple permettant de mettre
en évidence le fait que la formule pour le noyau de Riesz n’est pas vérifée dans le cas
ou p = 1. Nous étudions alors I'obtention d’un résultat analogue concernant le noyau
de Riesz a valeur vectorielle I_;(J?) = \wl"% Plus précisément, on souhaite obtenir
I’estimation suivante,

1o # fll 22 < C|| fllp- (0.1)

Pour ce faire, nous nous inspirons de l’article [10] de A. Schikorra, D. Spector et J. Van
Schaftingen. Ceux-ci y présentent une estimation concernant la transformée de Riesz
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a valeur vectorielle. Cette preuve repose sur le fait que cet opérateur est a rotation-
nel nul, propriété également vérifiée par notre gradient fractionnaire. Dans 1’objectif
de garder ce texte accessible sans trop s’appuyer sur I’analyse harmonique, nous avons
adapté directement cette démonstration a notre contexte. Nous terminons ce chapitre
par un contre-exemple montrant que 'inégalité de Sobolev pour le gradient fractionnaire
n’est pas vérifiée en dimension 1, lorsque p = 1. Celui-ci s’inspire du contre-exemple
a 1’équation (0.1) présenté dans [10]. Nous avons voulu apporter ici une démonstra-
tion directe au fait que l'inégalité de Sobolev fractionnaire n’est pas valable dans ce
cas.

Pour I’ensemble de ce mémoire, nous avons souhaité prendre soin de détailler les démons-
trations et résultats exposés, dans 'objectif de faciliter leur compréhension et d’éviter
d’éventuelles imprécisions. Les objets et résultats utilisés sont introduits explicitement,
et une référence est mentionnée lorsque nous faisons le choix d’omettre une démonstra-
tion. Nous prouvons certains résultats énoncés sans preuve dans la littérature, notam-
ment certaines propriétés vérifiées par le gradient fractionnaire. Nous adaptons égale-
ment des démonstrations, énoncées dans des contextes analogues, aux objets qui nous
intéressent, sur base d’indications du promoteur de ce mémoire, le Professeur Augusto
Ponce.
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Chapitre 1
Inégalité de Sobolev

1.1 Rappels et résultats sur les espaces de Sobolev

Nous commencons par quelques rappels et résultats sur les espaces de Sobolev classiques,
dans l'objectif d’introduire I'inégalité de Sobolev. L’idée est de motiver le contexte dans
lequel celle-ci apparait, ainsi qu’examiner la démonstration du théoreme. Nous pourrons
alors par la suite observer en quoi celle-ci differe du cas fractionnaire. Afin d’éviter de
trop nous attarder dans les espaces de Sobolev, nous énnongons un certain nombre des
résultats de cette section sans démonstration. Nous nous basons principalement sur [15]
et [16] pour ces rappels.

Les espaces de Sobolev font intervenir une notion affaiblie de différentiabilité. Afin de
définir plus précisément celle-ci, nous introduisons les notations suivantes. Soit a =
(0q,...,a,) € N*. On note

o) =1 + - + .

Considérons d’abord des fonctions ¢ € C°(R"). Pour 1 < i < n, on écrit d;p = g“"_

et '

00 =0 ...

Nous considérons alors des fonctions localement intégrables, non nécessairement lisses,
auxquelles nous pouvons associer une notion de différentiabilité faible.

Définition 1.1. Soient u,v € Li (R"™). On dit que v est la dérivée faible d’ordre o de

loc
u si 'équation suivante est vérifiée pour tout p € C°(R™),

/nua%p: (=1 /nw.

Lorsque u € C*(R"), les dérivées faibles coincident avec les dérivées fortes usuelles
jusqu’a l'ordre k. Cela se vérifie a 'ordre 1 via une intégration par parties et en utilisant
le fait que ¢ est a support compact. Le résultat se généralise par induction [16, Section
6.1.]. Pour cette raison, lorsque la dérivée faible d’ordre o de u € L{  (R") existe, on
note v = 0%u.
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L’espace de Sobolev d’ordre (k,p) correspond a l’ensemble des fonctions p-intégrables,
dont les dérivées faibles jusqu’a l'ordre k sont également p-intégrables. Plus précisément,
on a la définition suivante.

Définition 1.2. Soient k € N, et 1 < p < +00. On définit ’espace de Sobolev d’ordre
(k,p) sur R™, noté W*P(R™), comme

WHP(R™) := {u € LP(R™) : 0%u eiste et appartient ¢ LP(R™) pour tout |a| < k}.

On munit 'espace W*P(R™) de la norme

1 1

p p

[ullwer = (Z ||30‘UHZ) = ( WUI”) :
la|<k |o| <k /R"

Remarquons qu’il est important que la somme ci-dessus commence a 0, afin que que la
quantité || - ||yyr» définisse effectivement une norme.

On peut en fait définir les espaces de Sobolev sur des ouverts 2 quelconques de R™ de
maniere tout a fait similaire. Pour ’ensemble de ce mémoire, nous nous restreignons
au cas {2 = R”. Sauf mention du contraire et tant que le contexte ne préte pas a
confusion, nous écrivons donc WP LP et C>°, en omettant la mention de R™. De la

méme maniere, nous préférons la notation || - ||, pour désigner la norme de Sobolev sur
R™.

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons aux espaces WP, c’est-a-dire au cas
ou les dérivées faibles ne sont considérées qu’a 'ordre 1. Dans ce contexte, on note Vu :
R"™ — R™ pour désigner le gradient fractionnaire défini comme

Vu = (01u,...,0u).
Nous souhaitons associer une norme p au gradient, regroupant l'information des normes

p des différentes dérivées faibles. Pour un champ de vecteur quelconque v : R" — R"™,
on peut définir la norme LP de v comme la norme LP de sa norme euclidienne. Plus

précisément, on pose
; VA
= ([ wp) :[/ (Z)] .
" R™ \j=1

En particulier, on obtient la définition suivante de la norme LP du gradient :

vl = ([ )"
R”
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Avec cette notation, I'espace WP se réécrit comme

WP = {u € LP: |Vul|, < +o0}.

Remarque 1.3. Certaines références telles que [15] définissent la norme LP du gradient

1
comme (Z?Zl ||81u||£) . Ces deux normes sont en réalité équivalentes. En effet,

IVullh = /R (fjl aizf)g < / <n max {laiulz})

n n
<n® [ S1ouP =Y |0l
=1

R™ j=1

[NiS]

ou C7 > 0. D’autre part,

S 0sull?, = Z|8iu|p§/ nmax{|(9iu|p}:n/ (mawx {Joru?}
P R7 % R 7

R™ j=1

< n/ <Z|&u|2> = Col|[ Vb,
Rn i

b
2

ot Cy > 0. En particulier, puisque [[ull}, = [Jul]5 + i, [|0iu|[b, on peut écrire

1
lully + G IVully < llulliy < llully + CollVully (1.1)

Une propriété fondamentale des espaces de Sobolev est la densité des fonctions lisses.
Il existe différents résultats de densité concernant les espaces W*P [16, Chapitre 6]. On
énonce ici le théoreme suivant.

Théoréme 1.4. [15, théoreme 1.2] Soit 1 < p < +00. L'espace C° est dense dans WP
pour la norme || - |1,

En utilisant ce théoreme de densité, nous sommes en mesure de montrer que lorsque
1 < p < n, les fonctions de Sobolev sont en réalité plus intégrables qu’espéré. Plus
précisément, on a 'incusion de WP dans un certain espace L, pour un exposant ¢ > p.
Il s’agit du résultat connu sous le nom d’inégalité de Sobolev. Celui-ci permet de controler
la norme g de tout fonction u € WP par la norme p de son gradient, ¢’est-a-dire, d’établir
I’existence d’une constante C' > 0 telle que

[ully < ClIVullp (1.2)
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pour tout u € WU, Ceci implique alors directement l'inclusion W'? C L9. Mon-
trons que si un tel résultat est vérifié pour un exposant ¢ > 1, ce ¢ est unique et
exprimable explicitement en fonction de p et n. Pour A > 0 et x € R", nous définis-
sons

ux(z) = u(Ax).

Nous allons appliquer 1’équation (1.2) a uy. Via le changement de variable y = Az, on

calcule ) )
Hmlhz(/R |u<Ax>rqu> :(/ A-"|u<y>|qdy) A Hull,

9l = ([ ¥vaapaz)” = x5,
Rn

Ainsi, on doit avoir pour tout A > 0,

et

||u||q < C/\l_%+%||vul|p~

Si 'on suppose 1 — % + % # 0, on obtient une contradiction en faisant tendre A\ vers 0.
Ainsi, 1+ % = %, c’est-a-dire :

_ "

=y

q

Pour 1 < p < n, on appelle alors exposant critique de Sobolev, 'exposant p* véri-
fiant

111
pr p on
c’est-a-dire
¥ np
b = .
n—p

Observons que puisque n > p, on a n%p > 1 et donc, p* > p.

Nous consacrons le reste de cette section a la démonstration de 1'inégalité de Sobolev.
Avant d’arriver a ce théoreme, nous introduisons deux résultats intermédiaires suivants.
Rappelons tout d’abord l"inégalité de Holder généralisée [16, proposition 4.2.3].

Proposition 1.5 (Inégalité de Holder généralisée). Soient 1 < py,...,pr < +00 tels
que

1 1

—_ 4+ — =1

2 Pk

k
et fr € LPr, ..., fr. € LPr. Alors, Hfj e L' et

Jj=1

k k
I1/4] < I/,
j=1 "1 =1

16



Soit x = (x1,...,x,) € R™. Pour tout 1 < j < n, nous notons &; pour désigner le vecteur
x privé de sa j°¢ composante :

A n—1
il')]'—(ﬁl,...7l'j,1,$j+1,...,$n)GR .

Pour démontrer I'inégalité de Sobolev, il nous reste a introduire le lemme suivant.

Lemme 1.6. Soient n > 2 et f1,..., fn des fonctions positives appartenant a L'(R™™1).
Posons pour tout x € R",

n

fa) = (H fj@j))

Alors, f € Lw1(R") et on a
n 1
1A 7 gy < TL N5 )
j=1

Démonstration. On procede par induction. Si n = 2, on a immédiatement par le théo-
reme de Fubini,

( R fi(z2) fo(21) day dq:Q)% = (/Rfl(m)d@y (/R fz(l’l)dQﬁ);.

Supposons le résultat vrai pour n > 2 et prenons fi,..., fnr1 € L™(R"). Fixons 1.
Par hypothese de récurrence, on a

( ﬁfj(;fj)ﬁ doy . .. dxn) n < H( fj(;ﬁj)d:f:j>n.

R™ j=1

f(l‘h e 7$n+1)nTH dzy...dz, = fn—i—l(‘%n—l-l)% H fj(ii‘j); dz; ... dz,
RTL

R™ j=1

IN

1
( fn+1 (fffn_yl) dl‘l . dCCn)
]Rn

3
~/
S
.
==
Sk
b&
=
LH
o,
S
—
o,
&
N~ —
d

3=
<.
=Pt
N
T
L
S
8
<
o,
>
<
~__—

< ( Jot1(&ng1) day ... d$n>
Rn
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En intégrant I’équation selon x,,,1, nous obtenons

n+l
f(ZEh e ,l’n+1) n del Ce dlL‘n+1
Rn+1

n

II ( - fj(i‘j)dfj> A1

1
< sl 71 ey
R j=1

En appliquant alors l'inégalité de Holder généralisée et en élevant chaque membre de

I'équation a la puissance %5, nous obtenons finalement

1
1 on L
ey < Wl TL ([ 0a0) ™
j=1 \JR®
ce qui conclut la démonstration. O]

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat souhaité.

Théoréme 1.7 (Inégalité de Sobolev). Soit 1 < p < n. Il existe une constante C' > 0
dépendant de n et p telle que pour tout uw € WP,

lu

p < Cl[Vull,. (1.3)
En particulier, on a 'inclusion suivante,

wir c P,

Démonstration. Commengons par montrer I'équation (1.3) pour ¢ € C! et p =1, c’est-
a-dire, montrons 'existence d'une constante C' > 0 telle que

ol = < ClIVelly- (1.4)

Soit 1 < j < n. Par le théoreme fondamental de I'analyse, on a pour tout x € R",

@
lo(z)] §/ 10;0(x1, . i1, b, X, ., )| dE

—0Q0

“+o00
S/ ’ajgp(xla'"7xj*1’t7xj+17""x”)‘ dt.

o0

Posons

+oo
fj(i’j) = / |8jg0(:1:1, Ce 7-77]'—1; t, ZL’j.H, e ,an)‘ dt.

[e.e]
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Ainsi, puisque |p(z)| < f;(Z;) pour tout 1 < j <n, ona

1
< (H fj(@)) = f(z).
j=1
En appliquant le lemme précédent, on a
ol < NAI 22 gy < H |f]”L1 Rn-1)

Or, par définition,

+oo
||fjHL1(Rn—1)I/R 1/ |8jg0(a:1,...,xj,l,t,xﬁl,...,xn)| dtdij
< [ IVe@lde= Vel
R"

Nous obtenons alors le résultat pour p = 1 en prenant C' = 1. Nous étendons celui-ci a
¢ € C° pour 1 < p < n comme suit. Prenons ¢ € C® et o > 1. Puisque |p|* € C},
nous avons par la premiere partie de la preuve

lollZes, < IVIl*lls Ia/R |o(2)|* 7 [Vip(z)| da.
L’inégalité de Holder nous donne
el < ol (e anVsOIIp

. R .
On choisit « de fagon a ce que 2% = (a=Lp
n—1 p—1 7

c’est-a-dire o = Z—_lp, et on obtient
—p
lell 22 < allVellp,

ce qui nous donne le théoreme pour ¢ € C°. On peut alors utiliser la densité des
fonctions C° pour étendre le théoreme & u € WP, En effet, prenons une suite de
fonctions wu, dans C2°, convergeant vers u dans W'?. Par définition de la norme || -
|1, cela implique Pexistence d’une sous-suite u,, convergeant ponctuellement presque
partout vers u. Ainsi, par le lemme de Fatou,

po < liminf C|[Vu, |, = €Vl
ce qui conclut la démonstration. O

Comme nous l'avons constaté dans la démontration, il suffit de montrer le théoreme
dans le cas p = 1, et le résultat découle facilement pour les exposants p supérieurs. Nous
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verrons par la suite que dans les espaces de Sobolev fractionnaires, la situation est traitée
assez différemment. La encore, nous séparerons la démonstration selon que p soit plus
grand ou égal a 1, mais il n’existe a ce jour pas d’argument permettant de déduire un
cas de l'autre.

1.2 Introduction des espaces de Sobolev fractionnaires
et premier résultat

Nous introduisons maintenant les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre 0 < s < 1.
L’ensemble de cette section se base sur [14, Section 15.2].

Définition 1.8. Soient 1 < p < +o00 et 0 < s < 1. L’espace de Sobolev fractionnaire
WeP(R™) est défini comme [’ensemble

W (R") = {u € L7 (R") : [ulwes(me) < +00} |

v = ([, [ (M0 y)‘>p\xdiiﬁn>;

est appelée semi-norme de Gagliardo.

o

Pour tout ouvert 2 de R™, on peut définir 'espace W*P(2) de maniére complétement si-
milaire a la définition précédente. Cette fois encore, nous nous restreignons au cas {2 = R”
et noterons donc dans la suite W*? et [u]s,, par souci de lisibilité.

Remarque 1.9. Il est également possible de définir des espaces W*P(Q2) pour s € R\ N,
s > 1. Ceci demande de faire apparaitre les dérivées d’ordres entiers inférieurs a s dans la
semi-norme de Gagliardo, comme présenté dans [5, chapitre 4.6] ou [6]. Nous ne traitons
pas ce cas dans ce travail.

Remarquons que la quantité [.]; , définit effectivement une semi-norme. En effet,
[Mulsp = [A[[u]sp
pour tout A € R. L’inégalité triangulaire

[u + U]s,p < [u]s,p + [U]s,p

découle de I'inégalité de Minkowski pour la mesure |d”” d‘?il. Cette quantité ne définit pas

une norme, puisque la semi-norme de toute fonction constante est nulle.
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Remarque 1.10. En définissant la quantité
1

op = (lullp +[u]t,)”

on obtient cette fois une norme. Alors, I'espace W*P munit de celle-ci est un espace de
Banach. Ce résultat est démontré dans [5, proposition 4.24].

lells

Nous souhaitons obtenir un résultat analogue a l'inégalité de Sobolev pour [, éta-
blissant 'inclusion de W*P dans un certain espace L4, pour ¢ > p. C’est-a-dire, nous
souhaitons prouver ’existence d’une constante C' > 0 telle que

lully < Clulsy (1.5)

pour tout u € W*P, Nous allons voir qu’il est possible d’établir un tel résultat lorsque
sp < n. De la méme maniére qu’en Section 1.1, montrons que si I’équation (1.5) est
vérifiée pour ¢ > 1, cet exposant est uniquement déterminé par s, p et n. En effet,
appliquons ce résultat a u, pour A > 0. Alors, via les changements de variable z = A\x
et w= Ay, on a

o u(Ax) —u(Ay)P >
A Hull = ko < By = ([ [ - dmdy)
1
— D\ (w)l? dz dw ’
o I . |z—w|5p+"

= )\5727”+%[u]5,p.

Nécessairement, on doit donc avoir

n o n
s——+—=0.
p g
Lorsque sp < n, on appelle alors exposant critique fractionnaire, I'exposant p¥, véri-

fiant

1 1 s
ps P 7N
c’est-a-dire,
x np
pbs =
n— sp
Remarquons que puisque sp < n,
. n
ps = p>Dp.
n— sp

Nous souhaitons maintenant démontrer que 'équation (1.5) est effectivement vérifiée
pour ¢ = p¥. Différentes preuves de ce résultat peuvent étre trouvées dans [5] ou [6]. Nous
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nous basons dans cette section sur la démonstration étonnamment simple présentée dans
[14, proposition 15.5], communiquée par H. Brezis.

Commencons par introduire la définition suivante. Pour tout £ € N, on considere la
troncature Ty : R — R définie pour tout s € R par

s sis| <k,
Ti(s) =9 k si s>k,
—k sis<—k.

Alors, on a le lemme suivant.

Lemme 1.11. Soient 0 < s < 1,1 < p < 2 et w € W*. Pour k € N, on définit
uy = Tg(u), c’est-a-dire pour tout x € R™ :

Alors, up, € W*P et

Démonstration. Observons que pour tout = € R”, |ug(z)| < |u(x)| et donc, ux € LP
puisque u € LP. De plus, pour tout s,t € R et pour tout k,

() = Te(®)] < |s — 1.

Ainsi, pour tout x,y € R",

() = ()| < lu(z) = uly)]

p
@) = w@)I” 4 g, < [u@@) vl 3 g
n n |ZL‘ — y|8p+n n " |£L‘ _ ylsp-‘rn

d’ou 'on déduit le résultat attendu. O

On a donc

On obtient le théoréme suivant.

Théoreme 1.12. Si1 < p < %, alors on a l'inclusion W*P C LPs. En effet, il existe une
constante Cy,, > 0 qui ne dépend que de n et p telle que pour toute fonction uw € WP,
linégalité suivante est vérifiée

pr S Crp [u]s,p‘
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Démonstration. Pour tout x,y € R", on a par l'inégalité triangulaire

u(@)| < fu(z) = u(y)| + luly)]. (1.6)

Soit r > 0. Pour rappel, la notation suivante est utilisée pour désigner 'intégrale moyenne
de u sur la boule centrée en x de rayon 7,

1
w(y) dy i = ———— u(y) dy,
][B(x,r) |B(CE, T)| B(z,r)

ou |.| désigne la mesure de Lebesgue sur R”. En passant a l'intégrale et en divisant par
|B(z,7)| dans I’équation (1.6), nous avons alors

juz)| = ][ iy < ]i ) )l dy + f Juy)] dy.

B(z,r)

On cherche a estimer les deux termes du membre de droite. On applique I'inégalité de
Holder sur le premier terme et on obtient

1 1—1

£ ) =iy < s ( IACE ul<y>|p dy)p ( [ 1dy) ”
- (7[ INCCE u<y>rpdy) E

(f () - u(y)d );’
< ——u(x) — uly Y
B(z,r) |x_y|sp+n

On utilise également 1'inégalité de Holder sur le deuxieme terme et on a pour tout
1 <g<+o0,

£ i (£ wra)

En regroupant ces deux estimations et en notant w, la mesure de Lebesgue de la boule
unité sur R”, nous avons

Tsp-‘rn P q
u(z)| < ][ ux—uypdy> —i—<][ uyqdy>
|u(z)| < ) |x_y|sp+n! (@) = u(y)] B(w)! W)l

1 / [u(x) — uly)P )i ( 1 / g
== dy| +r 7« |— u(y)|? dy
<Wn B(z,r) ‘x - y‘sp—l-n Wn, B(ac,r)’ ( )|

< (:ﬂ /any>;+Fz (:n/ ]u(y)]qdy>;. (1.7)
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Considérons d’abord le cas ou u est bornée. Par hypothese, u € LP. En choisissant
p < q < 400, on a donc v € L9. Puisque u € WP on déduit que pour presque tout
x € R", le membre de droite de I'inégalité est fini. Choisisson r > 0 tel que

[ e (2 e T

En revenant a I’équation (1.7), on obtient alors

On trouve

1 s

u(@) —u()l | \F 3
u(2)] < Cop (/n Wdy

([ trran) ™,

ou I'expression a été réécrite de maniere a ce que C,, ,, > 0 regroupe les facteurs constants
et ne dépende pas de s. Puisque pf > p, on peut choisir ¢ = p} et I’exposant du premier
facteur devient L. Afin d’obtenir I'estimation désirée, on éleve a la puissance p* et on
intégre selon z chaque membre de I'inégalité. On obtient finalement

)

[ tuta) psdx<0</n/n |x_y|sp+3’pdydx> (/nm(y)*

l—ﬂ

s = [ atorras) "< ([ [ |x_y|sp+3'pdydx)’l’:c[u]s,p-

Ceci établit I'inégalité désirée pour les fonctions bornées. On étend maintenant le résultat
au cas des fonctions u non bornées. Considérons la suite des troncatures uy = Ty (u)
introduites au lemme 1.11. Pour tout k, u, est bornée et puisque u, € W*P par le
lemme 1.11, il existe par la premiere partie de la preuve une constante C' dépendant de
n et p telle que

(L) e[ [ o) s

pour tout k. Observons que par le lemme 1.11,
_ p P v
/ / |un(z) — ui(y)] dydm / / Ju(x) = uly)” dyde)’
n Jrn |l‘—y|sp+” n Jro \x—y\sp+”
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D’autre part, (|ug|P*)x converge ponctuellement vers |u|Ps et donc, par le lemme de Fatou,

_u( )‘P pTS
/n\ (x )dea:<hm1nf/Rn]uk( )|Ps da < (/n/anydx>
Alinsi,
E o) —ull |\
(/n| (x )dex> <C’</n/n |m— |Sp+n dydz |

ce qui conclut la démonstration. O

1.3 Connexion avec les espaces de Sobolev

On peut maintenant se demander en quel sens les espaces de Sobolev classiques WP
peuvent étre retrouvés a partir de W*P. Une approche naturelle est d’essayer de rem-
placer s par 1 dans la semi-norme de Gagliardo [u]s,. Cependant, cette tentative échoue

puisque
Ju(z) —u(y)l
/n/n \x—y\“” drdy < 400

implique u constante presque partout sur R”. Puisque 'on considere des fonctions u €
W#P et donc LP-intégrables sur R"”, on déduit que u est nulle presque partout sur R".
Nous démontrerons ce résultat en fin de section, au corollaire 1.17.

Il est néanmoins possible de retrouver la norme du gradient sur W1» & partir de la semi-
norme de Gagliardo. Lorsque p > 1, on peut en effet compenser cette croissance trop
grande lorsque s — 1, via I'ajout d’un facteur 1 — s. Plus précisément, on a le résultat
suivant :

lim(1 — s)[ult, = C||Vullh (1.9)
s,
avec C' > 0 indépendante de u. Cette formule, diie a Bourgain, Brezis et Mironescu
[1], sera démontrée dans la suite de cette section, a la proposition 1.16. Observons que
puisque la constante obtenue au théoreme 1.12 ne dépend pas de s, ceci ne nous permet
pas de retrouver I'inégalité de Sobolev classique a partir du théoreme 1.12.

Remarque 1.13. La cas ou s \, 0 a été étudié par V. Maz’ya et T. Shaposhnikova
dans [8]. Un résultat analogue a la formule de Bourgain-Brezis-Mironescu y est établi,
permettant cette fois de retrouver ||ul[, a partir de sa semi-norme de Gagliardo, via un
facteur de correction s.

Nous nous consacrons a l’obtention de deux résultats établissant les espaces de Sobolev
fractionnaires en tant qu’espaces intermédiaires entre les espaces de Sobolev classiques
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et les espaces de Lebesgue. Nous commencons par une estimation concernant la semi-
norme de Gagliardo, mettant celle-ci en lien avec les normes usuelles sur les espaces W1?
et LP.

Proposition 1.14. Soient 0 < s < 1 et 1 < p < 4o00. Il existe une constante C > 0
dépendant de n et p telle que pour tout uw € WP,

C _
[wlsp < ——— llull, [ Vul;.

sp(l—s)r

Démonstration. Par densité des fonctions C>° dans WP, il suffit de montrer le résultat
pour toute fonction lisse a support compact. Supposons en effet le théoreme vérifié dans
ce cas. Pour tout u € WP il existe une suite de fonctions u,, dans C2° tendant vers u
pour la norme || - |1, et ponctuellement presque partout sur R™. Pour tout n € N, on a

par hypothese,
C

[tnsp £ ————— lluall, *[Vunll;.

sp(l—s)p
Par convergence dans W1? et par le lemme de Fatou, on a alors
. . . . C 1-s S
iy < iy < it = rllnll ™V

sr(l—s)r

C _
= —|Jull, [ Vull;.

sp(l—s)r

Considérons u € C2° et r > 0. Nous avons

Ju(z) — u(y)l?
= f L T e

u(z) — u(y)[” / u(z) — u(y)]”

- %) = W) 42 dy + 1) = W 42 dy. 1.10
/]R” R [T —ylPtn nJen |z =yl (110)
lz—y|>r lz—y|<r

Traitons d’abord le cas ou |z — y| > r. Observons que

u(z) — u()l” < (Ju(@)| + [u(y)))? < (2max{lu(@)], [u(y)[})"
2% (Ju(@)[" + [u(y)[") -

<
<
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Alors, par le théoreme de Fubini,

[ [ oy,

n Jye | —y[Prn
T Jre Jre |z =yl g Jge [T — Y|P

lz—y|>r
|lz—y|>r |lx—y|>r

(1.11)

Via le changement de variable z = z — y et en notant o,_; la surface de la sphere de
dimension n — 1, on calcule

p p
JI A vy T
o ool =yl o o |27

lz—y|>r |z|>r

OO 1 n—1 1 —s
= s / ()P (/ prey dt) do = 0,11l

Par symétrie, on a le méme résultat pour le terme de droite de I’équation (1.11) et ainsi,

— P C
[ [y < Sy
N 5 ’

|lx—y|>r
ou C7 > 0 ne dépend pas de s.

On suppose maintenant |z — y| < r. Par le théoréeme fondamental,

1
d
u(e) ~uly) = [ uly -+t )
0
1
= / Vu(y +tlx —y)) - (x — y) dt.
0
En appliquant 'inégalité de Jensen, on a donc

ule) ~u)P < [ [Valy + 1o - )l defe —

Alors, via les changements de variable z = x — y et w = y + tz et par le théoreme de
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Fubini, on a

Jut@) = u@)” 4, < |Vu t2)P dt————dzd
— qy|sp+n y+ Zl ~dy
Rn JRe |7 ?/| n JRn E |

lz—y|<r lz|<r

! 1
_ P
= /Rn/o |Vu(w)|? dt dw (/z|<r EreE dz)

1
_ p
= Hqup </|Z<r |2[p—Dtn dz) :
Or, par intégration radiale, on a

1 ST P=s)
LKT 7|Z‘p(s—l)+n dz = O'nl/o 7tp(8 Dt t dz = CQ S

— p
/ |u($) u(?/)l dxdy < CZ T(l—s)pnvung
n JRn 1—s

o =yl

Ainsi,

le—y|<r
En rassemblant nos deux estimations et en revenant a 1’équation (1.10), on obtient pour
tout r > 0

C C
[wlf, < = llully + 7=Vl

1 p

Choisissons 7 > 0 vérifiant

Cy Cs e
—r p||u||§ = fr(l ”’HVUHZ. (1.12)
On trouve 1 1
— 5
= Csy [Jullp ,
$ P Vullp

ou C5 > 0. En insérant dans 1’équation (1.12), on obtient

¢ Jullg\ = (19l
P Q2 TP p:C p p
i, < 2% g = e (M) ()

avec Cy > 0. Remarquons que pour 0 < a,b < 1, on a

a= elog(a) < eblog(a) — CLb

et donc,
1 1 < 1
s=9) (1 —s)* — s(1 —s)
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P S(l - 8) b
1

En élevant les deux membres de ’équation a la puissance 5> on obtient la formule at-
tendue. u

On cherche maintenant a obtenir la formule de Bourgain-Brezis-Mironescu. Nous rap-
pelons pour ce faire la notion de famille régularisante [16, Section 4.3]. Prenons p € C'°
a support dans la boule unité tel que p > 0 et

/ p=1
B(0,1)

On peut par exemple définir explicitement

p(x) =

Oo

1
1el®=1 siz e B(0,1)
sinon,

c= / P dz.
B(0,1)

Alors, on construit une famille régularisante, ou d’approximations de I'identité, en posant

pour 7 > 0,
(@)= 0 (%)
() =—pl—]).
P P\

Remarquons que pour tout r > 0, le support de p, est inclus dans la boule B(0,r) et

que
/ pr = 1.
B(0,r)

La semi-norme de Gagliardo diminue par convolution avec les approximations de I'iden-
dité. En effet, on a le lemme suivant.

avec

Lemme 1.15. Soient 0 < s <1 et u € W*P. Alors, pour tout r > 0, on a

[or * u]s,p < [u]s,p'
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Démonstration. Calculons

|pr * u(@) — prx u(y)[?

:/ / | Jgn 00 (2) I—Z)—pr(Z)U(y—Z)dZ!pdgjdy

oyl

Slule —2) —uly — = rzdzp
S/n/n(fku ) = uly — 2)| pr(2) )dxdy

o =yl

Par 'inégalité de Jensen, on a

( [ ute =2 = uty = 22 dz) < [ lute =2~ uly - DPor(2)

Alors,

u(e = 2) — uly - 2)P
r »(2) dz de dy.
On procede aux changements de variable z = w+z et y = £+ 2, et on obtient finalement
[pr * ul? / / / uP pr(2) dzdw d€
- / po(z)dz / / WO 4 ag = fupr 0
R n Jre |w §|5”+” o

Nous sommes maintenant en mesure de faire le lien entre la semi-norme de Gagliardo
et la norme sur W%, On peut en fait établir une condition d’appartenance a W1? via
[-]s.,p, pour p > 1, de la maniere suivante.

Proposition 1.16. Soient 1 < p < +o00 et u € LP. Alors, u € WP si et seulement si

lim jnf (1 ~ $)7[u]sp < +00. (1.13)

Dans ce cas, on a l’existence de C' > 0 dépendant de n et p tel que

lim (1~ 5)¥[u]., = C|[ V], (1.14)

Démonstration. Siu € WP, alors |[Vul|, est finie et par la proposition 1.14, on a pour
tout 0 < s <1

1 C —s s
(1— 3)"[“]84} < T ||u||113 ||Vu”p7
Sp

ot C' > 0. On déduit 'équation (1.13) en passant a la limite s 7 1.
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Montrons l'implication inverse. Supposons ainsi

lim inf(1 — s)%[u]s,p < +00.

s,

Il existe une constante K > 0 telle que pour toute fonction lisse v € C'*°, on a pour tout
r € R"™ et pour tout R > 0,

. [v(z) —v(y)l?
lim(1 —s / dy = K?|Vu(z)|?, 1.15
s/‘l( ) (=.) ‘I y\Ser” ‘ ( )’ ( )

Nous acceptons ce résultat sans démonstration, mais nous démontrerons en Section 2.2
un résultat analogue (théoreme 2.5). Alors, en intégrant et en élevant chaque coté de
I’égalité a la puissance %, on a par le lemme de Fatou,

.. 1 .. 1
KlIVollorpe.ry) < Hminf(l = s)r [vlwer(pe.r) < H0inf(l = s)r [vlwer @)

Ce résultat étant vérifié pour tout R > 0, on a par le théoréme de convergence dominée
K[|Vl oy < lmnf(1 = 5)7 [olwerqen).
En appliquant ce résultat a v = p, x u € C2°, on déduit du lemme 1.15
K[|V (pr % u)lly < limnf(1 = s)7[pr  ul,, < limjnf(1 — 57 [u],.

Le lemme de fermeture [14, proposition 4.10] implique que puisque la suite des convolu-
tions p, * u € C2° converge faiblement vers u,

IVull, < liminf [V (p, )],

Alors,
1
K||Vul, < lim/(ilnf(l — 5)7 [u]sp- (1.16)
On a ainsi u € WP, ce qui prouve la premiére partie de la proposition.

Montrons alors 'équation (1.14), ¢’est-a-dire, montrons l’existence d’une constante C' >
0 telle que

qul/[%(l — S)E[u]s,p = CHVUHP

pour tout u € WP, Par 'équation (1.16), cela revient a trouver C' > 0 telle que

1
limsup(1l — s)7 [u]s, < C||Vul,.
s 1

Nous utilisons la densité des fonctions lisses a support compact dans W1? (proposition
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1.4). Prenons donc ¢ € C2°. Par I'équation (1.15), nous avons

_ P
/ lim(1 — s) / (=) SO(J’:J” dyde = Kp/ V()P de.
B(O,R) /1 BR) |T—y[Ptn B(0,R)

pour tout R > 0. Par le théoréme des accroissements finis, pour tout y € B(z, R), il
existe ¢ appartenant au segment [z,y] C R” tel que

lp(z) —pW)] < V() - (z —y)| < [Ve@)llr =yl < [Vl —yl.

Puisque ¢ € C2°, il existe une constante C; telle que ||Vl < C1. On en déduit que ¢
est lipschitzienne. Ainsi,

_ P C
(1 —S)/ |§0('r) 90(3)| dy < (1 N S)/ 1 — dy
BRr) T =yl B(xR) [T — y[PTmP

C
BO.R) |2[PFP
Par intégration radiale, on a alors

|o(x) = p(y)” /R 1
1— dy < 1-— dt
( S) /;(x,R) ’I _ y’sp—l—n Y= Cl( S) 0 tsp+1-p

1 — Rp(1=s)
- 0178 Rp—sp - Cl .
b—sp

Le membre de droite étant borné uniformément en s, on peut utiliser le théoreme de
convergence dominée pour obtenir

p
oo [ [ A ayae =k [ et
8/1 B(O,R) J B(z,R) ’l’ —yl*r B(0,R)

Cette limite étant vérifiée pour tout R > 0, on obtient

E}%(l - 5);[90]5,1? = KHVSOHP' (1'17)

Par 'inégalité triangulaire pour la semi-norme de Gagliardo, nous avons
[ulsp < [@lsp + [ — @lsp

De plus, par la proposition 1.14, il existe C5 > 0 tel que

————llu— ¢l IV (u = ).

sp(l—s)% "
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Rappelons que par 'équation (1.1), il existe une constante C5 > 0 telle que
lu =l + CsllV(u =)} < llu— el

En particulier,
1
lu—ollp <llu—olli, et CIV(u—-9)l}<lu-0qli,

-1
De plus, s < 2P pour tout % < s. Ainsi, en considérant % < s, on en déduit I'existence
de Cy > 0 tel que
Cy
[u]sp < [lsp + ——1llu = @ll1p-

(1—s)

En multipliant les deux cotés de I'inégalité par (1 — s)% et en utilisant ’équation (1.17),
on obtient une constante C' > 0 telle que

. 1
hmfsllp (1= s)?[ulsp < K[|Vell, + Csllu — @1,

On prend alors une suite de fonctions (¢, )nen dans C° convergeant vers u dans WhHe.
On obtient

. 1 .
im sup (1 )ty < Jim (K1 V5l + Callu = ulp) = K[Vl

Ceci conclut la démonstration. O

La proposition 1.16 est fausse pour p = 1. Cependant, J. Dévila a établi dans [4] un résul-
tat analogue dans ce cas, valable pour les fonctions a variation bornée.

Comme annoncé précédemment, nous terminons ce chapitre par la preuve du résultat
suivant [14, exercice 15.3].

Corollaire 1.17. Soit u € LP. Alors, si

u(x
/ / ‘ ]m—y[“ v drdy < 400,

il existe C' > 0 tel que u = C' presque partout sur R™.

Démonstration. Observons que les calculs effectués au lemme 1.15 restent valables pour
s = 1. Ainsi, par I'inégalité de Jensen on a, pour tout r > 0,

|(pr xu)(x) — (pr *u)(y)| |u Y|P
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Fixons » > 0 et R > 0. Rappelons que puisque p, x u € C°, 1’équation suivante est
vérifiée,

VR (9o u)(&) — (pr W) ()P
KYV(pr @) = tin(1 ) ey

Par le lemme de Fatou, on en déduit

p
KV % ulll m»<hm1‘5/ R)/ » e e

o= glre
De plus, pour y € Bz, R), on a |x — y| < R'™%|z — y|* et donc,

(e *0)@) = pr+u@I _ pr-p (o * 0)() = (pr x )@
o=yl o=yl

On obtient alors,

(or * w)(x) = (pr * w)(y)[”
KP||V(p, *u)||€p(3(07r)) < hm 1—s / wR /B(xR dy dz

&=yl
p
<lim(1 - s)R 1s)p/ / (pr xw)(x) = (pr % w)(y) dzdy = 0.
S/‘l n n ‘.’L’—y‘p+n

Ce résultat étant vérifié pour tout R > 0, on en déduit que [|[V(p, * u)||zr@n) = 0 et
donc, V(p, xu) = 0 sur R™. Ainsi, p, * u est constante sur R", d’ou 'on déduit que u est
constante presque partout sur R". ]
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Chapitre 2

Le gradient fractionnaire

Dans le contexte des espaces de Sobolev WP présentés en Section 1.1, nous avions
naturellement travaillé avec la norme p du gradient plutdt qu’avec la norme || - |1,
L’inégalité de Sobolev nous avait alors donné une estimation faisant intervenir celle-ci.
On peut alors se demander si dans le cadre des espaces de Sobolev fractionnaires, il est
possible d’introduire un objet jouant le réle d’un gradient fractionnaire d’ordre s, qui
tendrait vers le gradient classique pour s tendant vers 1. Ce chapitre est consacré a la
construction d’un tel objet, que nous définissons comme dans [14, section 15.2], ainsi qu’a
I’étude de ses propriétés. Nous nous restreignons aux fonctions lisses a support compact,
ce qui nous permettra par la suite de manipuler plus facilement notre gradient. Cette
hypothése est raisonnable, puisque l'espace C:° est dense dans W*P. Ce résultat est
démontré dans [5, proposition 4.27].

2.1 Introduction et propriétés du gradient fractionnaire

Soient 0 < s < 1 et ¢ € C. Observons que la semi-norme de Gagliardo de ¢ s’obtient
en calculant la norme LP du champ de vecteur

yeR" —

ox) —ely) z—y
Tyl eyl (2.1

par rapport a la mesure ‘sf;ﬁl. Dans cette idée, nous considérons le gradient fractionnaire

d’ordre s, Vp: R" — R" défini pour tout x € R" comme

Viop(a) = / p) —ply) -y dy.

lz —y|["ts |z —y|

Vérifions que cet objet est bien défini, c’est-a-dire, vérifions que la norme de I'intégrant
est d’intégrale finie pour tout x € R™. Ceci est une conséquence directe de la proposition
suivante.
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Proposition 2.1. Soit 0 < s < 1. Pour toute fonction ¢ € C2°, il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout xr € R",

() —oly =V’
/ le@) =2l 4, < gt Vel

|z — gy
Démonstration. Soient x € R™ et 7 > 0. Ecrivons
x) — x) — x) —
/ |p(2) ﬁ@:)l dy / (@) fﬁ/)’ dy +/ (@) fg)! dy.
no T =yl B(z,r) |z —yl R\ B(z,r) |z — 9
Considérons d’abord le cas ou l'on intégre en dehors de la boule B(z, ). On calcule
/ |o(x) — fff)’ dy S/ |o(@)] + \iiy)! dy
R”\B(z,r) |z —y| R\ B(z,r) lz —yl
2|l
</ el
R\ B(zr) [T — Y|

En procédant au changement de variable z = x —y et par intégration radiale, on obtient,

lo(x) — o(y)| 1
/ 1242) = W 4, < 91, L.
RN\B(es) T =Yl R\B(Or) ||

o0 tn—l r
1 e

On considére maintenant le cas ou 'on integre sur la boule B(z,r). Puisque ¢ € C°,
on a par le théoreme des accroissements finis

lp(z) — p(y)] / 1
T T dy < ||Vl ——d
/B(x,r) "7; - y’n+s Y H QOH y’n+s_1 Y

B(z,r) |I -

1
Vel [ e
B(0,r) ||t

™1 Tl—s
:Onfll‘vsp“oo Edt:o—nfll _ HVSOHOO
0
En regroupant nos estimations, nous avons ainsi
x) — r° rl=s
1) =~ 4y < 25, gl + o0rt— [Vl
no |z =yt s 1—s

Finalement, en choisissant r tel que

—5 Tl—s

.
20n-1]|@lloo—~ = On17—
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c’est-a-dire

2015 lells
s IVl
on obtient o) W) .
plx) —ely = I—s s
e e E g a— Vol
/n |l»_y|n+s y=>o 1(1_8)581_5”90”00 || SOHOO
On en déduit le résultat souhaité. O

On définit les dérivées partielles fractionnaires d’ordre s, ¢ : R" — R, pour tout

z € R™ comme (@) )
s P\r) —ey) Tj—Y;
! re [T —y["ts |z —y

Le gradient frationnaire correspond alors au champ de vecteur regroupant les dérivées
partielles fractionnaires, c’est-a-dire :

V= (0],...,0).
Observons que la proposition 2.1 implique I'existence d’une constante C' telle que
[Vop(x)| < C

pour tout x € R"”. En particulier, V*¢ € L.

Nous verrons dans la section suivante en quel sens nous pouvons récupérer le gradient
classique a partir de V*¢. Nous nous intéressons tout d’abord a ’étude de 'intégrabilité
et différentiabilité du gradient fractionnaire.

Remarquons que le gradient fractionnaire n’est pas a support compact. Cependant, la
proposition suivante permet de controler sa décroissance a 'infini.

Proposition 2.2. Soient 0 < s <1 et p € CX. Alors, il existe C' > 0 tel que pour tout
r € R",
C

V()| < W

En particulier, Vép € L.
Démonstration. On désigne par supp(p) le support de . Ce support étant compact par
hypothese, il existe R > 0 tel que supp(¢) C B(0, R). On peut supposer R > 2. Alors,

|z| > 2R implique
B(z,1) Nsupp(yp) = 0. (2.2)
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Supposons |z| > 2R. Alors, ¢(z) = 0 et par (2.2), on obtient

V()] S/ |<P(w)—so(y)|dy:/8( . IsO(x)—sD(y)ldy+/]R |90(;J|>n|+8 dy

wo |z —ylnts |z — y|te

_ / eIl 4
supp(y) |x B y|n+s

Siy € supp(p), |y| < R. Donc, |z| > 2R > 2|y| et ainsi,

7\ B(z,1) |z —

oyl > J] - |yl > |« - 22 = 12,
- - 2 2

Alors, on obtient

lp(y)] / lplloo / o]l Cy
L P I L Ny Wy [ ] S . By
/supp(tp) |CL' - y|n+8 B(0,R) |Il§' - y|n+5 B(0,R) (|x|/2)n+s |x|n+s

Observons que 1 + |z| < 2|z|. Ainsi, Wlws < (1+2\Z|+)1+S' On en déduit
Cs
Vip(r)] < .
Vo) < o

Si |x| < 2R, on a par la proposition 2.1 Iexistence d’une constante C3 > 0 telle que

|V5gp($)| S/ |90(‘T) - 90(3/)’ dy < 03'

" ‘iL‘ _ y‘nJrs

Alors,
(2R (Rt G
| gD(:E)| > 3(1 + 2R)"+5 = V3 (1 + |ZB|)”+S (1 + |x|)n+s

On conclut en posant C' = max{Cy, Cy}.

O

Remarquons que I'on a en fait I'estimation suivante pour la norme L' du gradient frac-

tionnaire,
IVoelly < [#ls 1,

le membre de droite de I'inégalité étant controlable via I'inégalité d’interpolation énoncée

a la proposition 1.14.

On étudie maintenant la différientiabilité du gradient fractionnaire. Comme énoncé dans
la proposition suivante, V*¢ préserve la différentiabilité de ¢ et ses dérivées partielles

peuvent étre calculées a partir des dérivées partielles de .

Proposition 2.3. Soient 0 < s < 1 et ¢ € C. Alors, Vip € C* et pour tout

1<j<n,
ajvsw = Vsﬁjgo.
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Démonstration. On procede au changement de variable h = y — x dans 'expression du
gradient fractionnaire,

. (@) —ely) vy _/ px+h) =) h
Vo) = | PRy L M TR

Pour 1 < j <n et h # 0, on calcule

9, lw(ﬂf +h)—plx) h ] _ Oip(x+h) - 9;p(x) h

[h= hl [ Bl

Supposons |h| < 1. Puisque ¢ € C, il existe une constante C telle que |(‘)j2<,0| < (.
Alors, on a par le théoreme des accroissements finis,

p(x+h) — o) h

— <
DG |h|H—1

lz+h—2 O

0; = )
J ‘h‘n—&-s ’h|n+s—1

Puisque n + s — 1 < n, nous déduisons que la dérivée en z; de l'intégrant est bornée
presque partout par une fonction L' sur B(0,1). Traitons maintenant le cas ou |h| > 1.
Il existe une constante Cy > 0 telle que |0;¢| < Cy. Alors,

o [Pt =g h]|_ 20
e ) e

Cette derniére expression étant intégrable sur R™ \ B(0, 1), nous pouvons écrire

px+h) =) h / [@(w +h)—p(@) h
0; —dh = 0; — | dh
7 Jrn [t I BO.R) ||t |1

Ojp(x +h) — 0jp(x) h
= — dh = V?®0,p(x),
/Bm,R) G Al ()

et nous obtenons le résultat souhaité. O

Nous terminons cette section par une propriété qui interviendra de maniére cruciale au
chapitre 3, lorsque nous étudierons la preuve de I'inégalité de Sobolev fractionnaire pour

p=1

Proposition 2.4. Soit ¢ € C* et 0 < s < 1. Le gradient fractionnaire de ¢ est a
rotationnel nul, c’est-a-dire, pour tout j, k € {1,...,n}, on a

0;05p = Ox0j .
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Démonstration. Soit x € R™. En procédant au changement de variable y =z + h, on a

az@(x)24n¢(x)—w(y) wk—ykdy:/nw(w+h)— pl) hi o

[z =y o =yl |t Id

Par la proposition 2.3,

. h
. h
= lim 8; [o(x + h) — p(a)] e +— dh. (2.3)

=20 Jrm\B(0,6)

. h . .
La fonction hy +— ﬁ est impaire et donc,

|h

hi
0; ————dh = 0.
o) [

Afin de mettre la variable de dérivation en évidence, on garde la notation % pour les
J
calculs suivants. On déduit de 1’égalité précédente que

0 Do, / 0 P,
z+h dh = oz +h dh
A oo +1) o) pritirdh= [ St ) it

”\B(Oa a.rj
= / igp(m +h) ———dh
R\ B(0,) O |Afntstl

Nous allons montrer que, pour tout € > 0,

9 P, 0 h;
—p(x+h dh:/ rx+h dh. 2.4
/IRH\B(()’E) 8hj ( ) |h‘n+s+1 R™\B(0.€) ahk ( ) ‘h‘nJrerl ( )

Observons que

oh, [(p(:z: +h) ’h’n+s+1] ~ Oh; p(z+h) [ttt +olr + h) l’h’n+s+l]

et de la méme maniére,

0 |0 h; ER

Or,

a[ I, ]:hkhj(—n—s—l)_ a[ h; ]

‘h‘n+s+1 ’h|n+s+3 - Ohy, ’h’n+s+1
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On a ainsi

h;
|h|n+s+l

(z +h) e 9 (z +h)

0
aihjsp |h|nts+l ahkw

B 0 hy, 0 h;
- 8hj [¢($+h) ‘h‘n+s+1‘| o oh. l ($+h) ‘h‘n+s+1

et nous pouvons donc ramener le probleme a étudier le membre de droite de ’égalité. La
fonction ¢ est de classe C' et a support compact. On peut donc appliquer le théoréme
de la divergence [16, théoreme 9.2.4] et on obtient

0 hy I
/]R"\B(O,e) ah] [w( ) |h|n+s+1‘| 050 SD( ) |h|n+s+1 J( )

ou n est le champ de vecteurs normal a 0B (0 ( e), de norme 1 et orienté vers I'extérieur
de B(0,€). On a n(h) = |h| et donc n;(h) = 7%. Ainsi,

0 hy, hih;
) P ]dh:—/ (@ + h) —2% gy,
/R"\B(O,e) Oh; [ ( ) | h[rstt 2B(0,6) ( ) |h|ntst2

Par symétrie, on trouve également

0 h; hihy
2 @ +h 1 dh——/ o+ h) —2" .
/R"\B(O,s) Ohy, l ( ) |h[rtstt 2B(0,2) ( ) | h|tst2

On a donc égalité entre les deux intégrales, et par conséquent, ’équation (2.4) est vérifiée.
Par I’équation (2.3) et en faisant tendre ¢ vers 0, nous obtenons le résultat souhaité. [

2.2 Convergence vers le gradient classique

Nous montrons maintenant que, comme nous le souhaitions, le gradient fractionnaire
converge vers le gradient classique. Plus précisément, on a le résultat suivant, énoncé
sans démonstration dans [14, section 15.2].

Théoreme 2.5. Soient 0 < s <1 et p € C°. Alors, pour tout v € R",

li}q (1—35)Vip(x) =w, Ve(z),
ot wy, désigne le volume de la boule unité sur R™.

Dans I’'objectif de démontrer ce théoréme, on établit le lemme suivant.
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Lemme 2.6. Soient 6 > 0 et v € R". Alors,

/ vz 2 gt—s
dz = w,v——.
Bos 12" |2] l1—s

Démonstration. Nous commencons par montrer que

. 1
/ Y nfs = dz = v/ IS — dz.
B(0,8) |2 2|  J B(0,6) |2|

Considérons les vecteurs eq, ..., e, de la base canonique de R", et écrivons

vz "
_— dz = / ( vzzz> ( Z'G') dz
S 75 e () (Lo

Vi2;Z5€5
= }jj}j el lee NEAV P
i=1j=1 0,0) |Z|n+s+1

Observons que pour j # i, la fonction

ViZiZj
|Z|n+s+1

est impaire. Ainsi, les intégrales correspondant a ces indices sont nulles, et nous avons

vz 2z n v 22e;
—dz = E / — 2 _dz
/3(0,5) 2|7 2] = B 2T

Observons de plus que pour tout 1 < k,l < n, nous avons par symétrie sur la boule

2 2
2k 2
——dz = / ———dz.
/B(o,a) |z|ntstt Bog) |2t

et donc pour tout 1 <4 < n,

2 n 2
V2 V; / 2 V; / 1
7dz:—§ ————dz = — ——dz
/B(O,é) | 2|7ttt n = Jpogs) 27T n S |27

2
v-z oz v 2
—dz = / —dz.
/B(o,a) 2|7+ |z n Jpogs 27T

Nous terminons la démonstration du lemme en calculant

1 °1 §i=s
v/ mdz = UO'nl/ s dt = WU —. ]
n J B 2] n 0ot l—s

Ainsi,
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Nous sommes alors en mesure de montrer que le gradient fractionnaire converge vers le
gradient classique.

Démonstration du théoréeme 2.5. Fixons € R™ et § > 0. On calcule
o) —ply) -y
Vip(x) = / dy
A= L = ey
:/ pr) —ely) v—y dy +/ pr) —ply) r—y dy
| \

eeyl<s 1T —y["TE | —y eyl>s [T =yt |~y

Traitons d’abord le cas ou |z —y| > §. Puisque ¢ € C°, ¢ est bornée par une constante
C1 > 0 et donc

‘/ ply) = 1
z—y|>6 |37— |t \37— \

y| < 201/ T o nts dy
lz—y|>6 lz —yl

1
= 201/ T ints dz = 2010'n_1
26 |7] §

Puisque
o 1—s
lim
s 1 S

lim(1 _8)/ e(x) — wiy) ~Y 4y =0,
51 a—y>s 1T =Y [z —y

575 =0,

on a

Considérons maintenant le cas ou |z — y| < d. Pour tout y € R", on a

e(y) —(x) = V() (y — ) + Re(y),

ou R, est le reste d’ordre 1 en z. Puisque ¢ € C2°, il existe Cy > 0 tel que
C
|Ra(y)] < flx —yl” (2.5)

On utilise alors 'estimation précédente pour calculer

/ o) —ply) z—y dy
|

z—y|<6 |l‘ - y|n+s |l’ - y|

:/ Vo) -(e—y) 2=y 4 +/ Rly) 2=y 4,
jo—y1 < |

|z —y["ts |z — vy o—yl<s [T —y|"Te Ix—yl
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Par I’équation (2.5), on a

R, — C. 1
| / i dy‘ <G
|lz—y|<d |x - yl ‘LC - y‘ 2 |lz—y|<d |l’ - y|

G 1
2 I2|<6 ‘Z|n+572

02 [ 5275
= "0, [ TP dt=C :
27 1/0 39 s

Puisque
2—s
lim(1 — =0
sl/r‘r%( s) 2—s 7

on obtient

lim(l—s)/ faly) 2=y _,

s/ z—y|<é |,Q? - y|n+s |$ - y| -

Finalement, on souhaite calculer I'intégrale

4 ::/ V(z) - (i; v 2=y 4 Vs@(ﬁsw 2
lz—y| <6 lz —yl |z — | |2|<6 2| |2|
On applique le lemme 2.6 & v = Vp(z) et on obtient
A = w0, Vpl)——g1
= Wy xr)— )
v 1—s
Alors,
lim(1 — s) / Velz)-(w—y) x=y dy = w,V(z).
s/ lx—y|<é |I - y|n+s |‘T - y|
En rassemblant nos estimations, on déduit
11}1}(1 —$5)Vip(z) = w,Vo(x),
ce qui nous donne le résultat attendu. O

2.3 La formule de représentation

Nous terminons ce chapitre par une formule permettant d’exprimer une fonction ¢ €
C en terme de son gradient fractionnaire. Dans le cas du gradient classique, on a
la formule de réprésentation suivante pour tout x € R™ et ¢ € C° [14, proposi-
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tion 4.14] :
1 r—y
plr) = Veoly) - — - dy,
On-1 Jgn |z =yl
ou 0,_1 est la surface de la sphére de dimension n — 1. On souhaite donc obtenir une
formule de représentation similaire pour le gradiant fractionnaire V®p, qui s’averera tres
utile pour la suite de nos calculs. L’ensemble de cette section est donc consacré a la

démonstration du théoréme suivant.

(2.6)

Théoréme 2.7 (Formule de réprésentation). Soient 0 < s < 1, n € N, et p € C.
Alors, il existe une constante A, s > 0 dépendant de n et s, telle que, pour tout x € R",

a;‘ —
p(r) = An,s/ Viply) - —— 2 dy.

|z =yl ot

2.3.1 Lecasn > 2

Nous traitons d’abord cette formule dans le cas ou la dimension n est strictement su-
périeure a 1. On commence par obtenir un résultat permettant d’exprimer le gradient
frationnaire V*p en fonction du gradient usuel V.

Proposition 2.8. Soit ¢ € C'°. Alors, pour tout x € R", on a

Vot = A [ oW

S nts—1 Jgu |z -yt

Démonstration. Fixons x € R™ et prenons e € R”, ou le choix de e est arbitraire. On
définit le champ de vecteurs ¢: R™ \ {z} — R™ pour tout y € R" \ {z} comme

oy) = pla) —oly)

oyt

Pour rappel, la divergence d'un champ de vecteurs v différentiable sur R™ est définie
comme
divvy = oy + -+ + Opvyp.

Puisque ¢ est de classe C* sur R™ \ {x}, on calcule sa divergence en tout y # x par

o(r) —py) -y . Vo(y)

Aot =t D s e gt

(2.7)

Prenons deux rayons 0 < r» < R arbitraires et désignons par A Panneau
34 R

A, r = B(z,R) \ B(z,r).
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La fonction ¢ est a support compact et de classe C'°. Des lors, ¢ est également de
classe C'° sur 'anneau A, p et on peut donc appliquer le théoreme de divergence [16,
théoreme 6.3.4] sur A, g. Ainsi,

/ divody = / ¢ -ndy, (2.8)
A’I‘,R 8AT,R

ou n est le champ de vecteurs orienté vers 'extérieur de JA, normal a la surface et de
norme 1. Par ailleurs,

/ gb-ndv’:/ gb-ndv—k/ ¢~nd7‘
0A, R OB(z,R) OB(z,r)

<Nolieosemy [ 1+ 6l [ 14
dB(x,R) OB(z,r)

= H¢HL°@(aB(x,R))C1Rn71 + ||¢HL°°(BB(J},T‘))01TTL717

ou C7 > 0. Puisque ¢ est continue a support compact, ¢ est bornée et on a pour tout
y € 0B(z, R), par définition de ¢,

o(z) — ()] 2lel[lell oo
o) < 10 e < A
Alinsi,

n— 2 e oo( n)
||¢||L°°(8B(x,R))R 1 < HH@JJSLR

De plus, par le théoreme des accroissements finis,

—0, R—

v oo n
IVl Lo )" n-1

ynts—1 = ||V90||L°°(Rn)7“1_5 -0, r—0.

16| Lo (@B <
Par ailleurs, la fonction div ¢ est intégrable sur R™. En effet, fixons z € R" \ {z}. Par
le théoreme des accroissements finis et puisque le gradient de ¢ est borné en norme par
une constante Cj,

. o(x) —ply) v—y Vo(y)
div ¢(y)| dy = n—|—3—1/ e — —————.¢| d
/M |div o(y)l dy = ( ) rx - rw r gl T oy
o)l Vo(y)
n + s — e +
| / (1) ’m _ ’n+s ‘iL‘ _ y‘nJrsfl

1
<203 (n+s—1 e/ ———dy
3 e Bz |7 —y[r !

1
= Cg/ m dw < +OO,
B(0,1) |w|

avec C3 > 0 regroupant les facteurs constants. De plus, ¢ est borné sur R" par une
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constante Cy et on a donc

2C \V4
4n+s d + ‘ (p(ny+)3|fl
yl |z —y

1 \Y%
R™\B(0,1) 2] R™\B(z,1) [z — |

Le terme de gauche dans la derniere égalité est fini étant donné que n+s > n. Puisque ¢
est a support compact, on déduit que l'intégrale du terme de droite est également finie.
Ainsi, div ¢ est intégrable sur R"”. En passant alors successivement aux limites R — 0o
et 7 — 0 dans I’équation (2.8), on déduit

[ divetldy < s - Dl
R7\B(z,1) R7\ B(z,1) |z —

/ diveody =0,
et donc, par définition de V*¢ et en utilisant 1’équation (2.7),

vsgp(%)‘e:/Rs@(ﬂf)—@(y)fv—ydy_e: 1 /R Vol(y) dy-e.

N Kand ] n+s—1 g |z —y|?T!

Puisque le choix de e était arbitraire, on en déduit ’expression souhaitée. O

Pour arriver a la démonstration de la formule de représentation pour n > 2, nous avons
également besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.9. Soient o, 8 > 0 tels que o+ B < n. Alors, il existe une constante
B > 0 dépendant de o, B et n telle que, pour tout y € R™\ {0}, on a

z 1 Y
. ety — s T e

Démonstration. Prenons y € R" et posons G(y) le membre de droite de 1'équation :

z 1
G(y) = / dz.
R S T

Le probleme revient alors a trouver B > 0 tel que

"G = B
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On effectue le changement de variable z = |y|w et on obtient

ylw y"
G(?J):/ ( ||_ y|| n_ﬁdw
]Rn

yllely == (gl % — wl)

1 / w 1 1 ( Y >
= dw=—-—G|=].
|y[*= D) Jgn fw]m ot [y — w[rf |yt Ay
Ainsi, on veut obtenir B > 0 tel que
G ( Y > B
] lyl

Sans perte de généralité, on peut donc supposer que |y| = 1 et montrer qu’il existe B > 0
tel que

G(y) = By.

Puisque |y| = 1, on peut prendre une transformation orthogonale 7' : R™ — R, vérifiant

T(en) =y,

ot e, = (0,...,0,1) est le n-itme vecteur de la base canonique de R™. On procede au
changement de variable z = T'(n), et par linéarité de T" on obtient

z 1 T(n) 1
G :/ dz:/ d
W)= [ et [y =25 = L Tl ot [Ten) = Tl ?

n 1
<Rn AP e 7 ") (Glen)

Par le théoreme de Fubini, on a

My ,nn 1
G(en) dny ... dn,.
/ / ’n‘n a+1 6 _ n’nfﬁ

De plus, on observe que pour 1 < i <n — 1, la fonction

i 1
[nn=etl e, —n|n=F

N —

est impaire. On en déduit que les n — 1 premieres composantes de G(e,,) sont nulles. Ce
dernier peut donc s’écrire comme

Mn 1
Gle,) = d "
(€n) (/ - ”) ¢
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Montrons que le coefficient

M 1
dn
/]R" In|n—e+t e, —n|"=b

est positif. Cela revient a vérifier que

n 1
I::/ dmn,
R [Nt en, —n|nP

est positif. On a

- —a n—8 n— M-
o Pt \ ey e T=ma) [P (s M, L) [0
Par hypothese, n — § > 0 et donc,
[, 1, L= )"0 < (s e, L m0) [

pour tout 7, € |0, +oc[, ce qui implique que I est strictement positif. Posons

M 1
B :/ dn.
g [N]"70t e, — n|nF

On a donc B > 0 et G(e,) = Be,. Finalement,

G(y) =T(G(e,)) = T(Be,) = BT (e,) = By.

Ceci conclut la démonstration. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 2.7, dans le cas ou
n > 2.

Démonstration du théoréeme 2.7 pour n > 2. On souhaite montrer qu’il existe une constante
A, s > 0 dépendant de s et n > 2, telle que, pour tout z € R”,

:E —
p(r) = An,s/ Viely) - —— 2 dy.

e =yt

Fixons x € R™ et posons

F(x) = / Violy) - ——dy.

‘.’L’ _ y‘nferl

Pour rappel, on a par la proposition 2.8,

Violy) = — / vel)

n—1+s Jgn |y — 2|71
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Alinsi,

-y 1 1
F(z) = Vi
(z) n—1+s/n ”n |x—y||a:— y|n=s ly — z[ntst

dz dy.

Puisque I'on a supposé n > 2, on a (n—s)+(n+s—1) > n et donc, la fonction apparais-
sant dans le membre de droite appartient & L'(R™ x R"™). On procede aux changements
de variable successifs y = x —n et z = x — £ et on obtient, par le théoreme de Fubini,

(=1)" / / n 1
Flg)= — 2 Vo(z) - dzd
() n—1+s Jrn Jrn #(2) In|n—stl | —n — z|ts—l 24N

1 i 1
= V(e —& / dndg.
n—1+sJgn ( ) go 1] |E = e

La proposition 2.9 nous donnait 'existence d'une constante B > 0 telle que

n 1 3
dn = B————=—,
/]Rn [n|n-ett & —pln=F €| (atB)H

pour «, 8 > 0 tels que a + 8 < N. Puisque N > 2, on peut prendre « =set f=1—s
et on obtient
B

F =
() n—1+s

Vp(zr —§) - ——d&.
R’n

|€I”

Finalement, on procede au changement de variable y = x —¢ et, en appliquant la formule
de représentation pour le gradient classique, énoncée a I’équation (2.6), on a

B r—y (-=1)"B 1
F = -1)"V e dy = ———— n— = )
@) = oo | Ve Ty = S e o) = )
ouon a posé A, s = (n_fijf on—1. On obtient ainsi la formule souhaitée. O

2.3.2 Le cas de la dimension 1

Dans la démonstration obtenue a la sous-section précédente, nous avons explicitement
utilisé I'’hypothese n > 2. Ceci nous a notamment permis de choisir les parametres
a + B < n comme valant s et 1 — s respectivement dans la proposition 2.9. Ceci
n’étant plus possible en dimension 1, nous établissons le résultat analogue suivant.

Lemme 2.10. Soit 0 < s < 1. Il existe B > 0 tel que, pour tout z € R\ {0},

* 1 1 1
/ — ( - — s) dy = Bsgn(z).
o Y ly—=z*  ly+2z|
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Démonstration. Nous procédons similairement a la démonstration de la proposition 2.9.
Fixons z € R\ {0} et posons

*© 1 1 1
Gz::/ — dy.
Gr= wﬂ<w—48 w+4J y

On veut prouver l'existence de B > 0 tel que G(z) = Bsgn(z). Procédons au changement
de variable y = |z|w. Alors,

< 1 1 1 z
G(z) = - Ndw=c(=).
=) WP”Qw—Q ;) )

On peut donc supposer que z vaut 1 ou —1 Observons de plus que G(—1) = —G(1).
Ainsi, on peut supposer z = 1. Finalement,

o q 1 1
G(1 :/ _ dy.
M) 0 y”(\y—lls \y+115> Y

Puisque pour tout y > 0, |y + 1]° > |y — 1|, on peut poser

o 1 1
B ::/ ( — ) dy > 0,
o ¥y \Jy—1] J|y+1J

ce qui conclut la démonstration. O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoreme 2.7.

Démonstration du théoréme 2.7 en dimension 1. On souhaite montrer I'existence de A, >
0 dépendant de s telle que pour tout ¢ € C(R) et pour tout = € R,

s r—1y
/V Psdy.

Nous commencons par montrer le résultat pour x = 0. Observons que

e [V gy [T,

Par la proposition 2.8,

1
Vo) = L [ VB g,
R Y — 2
Alors,

1 > 1
P TR ] g,
sJo v Urly—2° |yt z|°
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Par Fubini et en utilisant le lemme 2.10, on calcule

1/ <1 1 1 B z
= - Vgpz/ [ — ]dydz:/Vgozdz.
A S PEE PRk AAGUE

Rappelons finalement la formule de représentation pour le gradient classique énoncée a
I'équation (2.6) :

o0 == [ Voo e

2]

Nous en déduisons I'existence d'une constante As > 0 telle que pour tout ¢ € CX(R),

A/VS ||28d,

ce qui est le résultat souhaité pour z = 0. Considérons maintenant x € R et posons
?(z) = ¢(z + z) pour tout z € R. Alors,

— r—z
o(x) = /VS /VS z— 1) o T Ay
/VS o Sdz,

ce qui conclut la démonstration. O
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Chapitre 3

Inégalité de Sobolev pour le gradient
fractionnaire

Nous nous consacrons maintenant a l’obtention de 'inégalité de Sobolev pour le gradient
fractionnaire, ¢’est-a-dire, I’'obtention d’une constante C' > 0 telle que

lell 22 < OVl (3.1)

pour tout ¢ € C'° et p > 1. Contrairement au cas classique ot nous pouvions aisément
déduire le résultat de p = 1, nous utilisons dans le cas fractionnaire des méthodes
différentes pour traiter les cas p=1et p > 1.

3.1 Lecasp>1

Lorsque p > 1, nous utilisons une estimation via le noyau de Riesz, défini ci-dessous.

Définition 3.1. Soit 0 < o < n. Le noyau de Riesz I, est défini pour tout x € R™\ {0}
comme

1

- ’x‘nfa'

Lo(x)

Alors, on a le résultat suivant.

Proposition 3.2. [13, théoréeme V.1] Soient 0 < a < n et 1l < p < q < oo avec
1 1

rii-t & 1l emiste une constante C' > 0 dépendant de p et q telle que, pour tout

q
ferPnLt,
[ o * fllg < ClAlp-
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En appliquant cette estimation a a = s, f = |V°p| et ¢ = p¥, nous serons en mesure
de comparer la norme p de V*y avec la norme p? de ¢, et ainsi de démontrer 1'inégalité
de Sobolev fractionnaire pour p > 1. Dans l'objectif de démontrer cette proposition,
nous énongons certains théoremes sans démonstration, celles-ci s’éloignant de notre su-
jet.

Rappelons l'inégalité de Young pour la convolution [3, théoréme 5.4.3] : si f € L et
g€ LT avec 1 < p,q,r < oo tels que

11 1
S =1+4-,
P oq r

alors fxg e L" et on a
1 * gl < 1 £1lbllglle-

Pour obtenir le résultat principal de cette section, nous aurons également besoin du
théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz énnoncé ci-dessous. La démonstration de ce
résultat est détaillée dans [13, Appendice B]. Nous introduisons au préalable la définition
suivante.

Soit T" un opérateur défini sur LP° U LP', a valeur dans l'espace des fonctions mesu-
rables sur R”. On dit que T est sous-additif si pour tous f,g € LP° U LP' et x €
R",

T(f + g)(@)| < [T(f) (@) +|T(g) ()|

Alors, on a le théoreme suivant.

Théoréme 3.3 (théoreme de Marcinkiewicz). Soient 1 < py < qp <00, 1 <p; < ¢ <
00 avec pg < p1 et qo # qq. Soit également T un opérateur sous-additif sur LPO U LP'.
Supposons que T soit de type faible-(po, qo) et de type faible-(p1,q1), ¢’est-a-dire tel qu’il
existe des constantes Cy,Cy > 0 vérifiant

e s (W) o

Supposons de plus qu’il existe 0 < 0 < 1 tel que

1 (1-6) 6 1 (1-6) 6
+ — et - = + —.
p Po D1 q qo0 q1

Alors, T est de type fort-(p,q), c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que

IT(Nllq < ClIL -

Le théoréeme de Marcinkiewicz nous fournit les outils nécessaires pour démontrer la
proposition 3.2.
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Démonstration de la proposition 3.2. On souhaite trouver C' > 0 tel que

o fllg < Cllfllp-

Dans I'objectif d’appliquer le théoreme 3.3, montrons que I'application I : f +— I, * f est
de type faible-(p, q), ¢’est-a-dire montrons qu'’il existe une constante C; > 0 dépendant
de p et de ¢ telle que pour tout A > 0,

IRV RN 32)

Fixons A > 0 et observons que quitte a modifier la constante C, il suffit de prouver cette
inégalité pour A remplacé par 2\ dans le membre de gauche. On peut également supposer
| f]l1 = 1. Soit p > 0. Décomposons le noyau de Riesz en une somme I, = I, 1 + In.o
ou pour tout z € R,

) La(z) stz < g
Lo (@) { 0 sinon

et

sinon.

I (x) si|z| > p,
[a,oo(33):{0() 2| > p

Par définition,

Lt 1) = [ Uaale =) + Ll = 1)) S(0) dy

et donc
[a*f: a,l*f+[a,oo*f'
Alinsi,
{1 Lo * fI > 20 < [{[Lan * f| > A} + oo * f1 > A} (3.3)

Observons que puisque 0 < n — a < n, I,; € L'. En appliquant successivement les
inégalités de Chebyshev et de Young, on a

Mo FI _ MHaalD AU [ lIF
AP - AP Y

{ax* fI > A} <

De plus,

1 p
ol = / —dz = wn_l/ r*tdr = Cyp®,
(i< 1] 0

ou Cy > 0 regroupe les termes constants. D’autre part, remarquons que la condition
p < ¢ revient a demander pa < n. En prenant p’ = p%l I’exposant conjugué de p, on a
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donc,
pn pa pn n

'(n —a) = — > - =n.
P ) p—1 p—-1 p—-1 p-—1
Ainsi, I, € L” et en appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Young avec r = co on
a

a0 * flloo < [Haoollp 1 fllp = I Ha00lly- (3.4)
On calcule
) 1 1
I [e’e] , I’ n
ool = /‘ - dz| = wnl/‘rnl(namdr: _ oy,
| {af>uy [2]" e "
ou C3 > 0 regroupe les termes constants. Choisissons p = )‘1/;&:;), de telle sorte que
c

3
| 10.00lly = A. Par I'équation (3.4), on a donc |1y 0 * fllec < A, d’ott 'on déduit

’{’[a,oo * f‘ > )\}’ - O

En revenant a ’équation (3.3), on a

Cop®\?
M % 1> 2] < [l + /1 > A} < (225

d’oti, en remplacant p par la valeur choisie, on obtient I'existence d'une constante Cy > 0

telle que
_a_\p
a3 q
{| o * f| > 2X} < Cy (AA ) :m—q:<@\|f%> ,

A

puisque l'on a supposé || f]|, = 1. On en déduit que I est bien de type faible-(p, ¢) pour
tout p, ¢ vérifiant les hypotheses de la proposition. Observons également que le fait que

p > 1 n’est intervenu que pour vérifier que I, o € L¥ . Or, il est clair que I oo € L%,
et notre développement est donc valable pour py = 1 et g9 = —*—. Ainsi, [ est de type

n—ao’

faible-(1, qo). Fixons p, ¢ vérifiant nos hypotheses et prenons P > p et ) > ¢ vérifiant
également les hypotheses. L’application I est de type faible-(P, Q) et il existe 6 tel que

1 0
-=1-0)+ —.
S=-0+ g
Alors, puisque % = % -
« 0 e 1 « —a 1 1
1_9<1_) :1_9(1_> 9<_): S
( ) n + Q ( ) n * P n n + P q
On peut donc appliquer le théoréme de Marcinkiewicz, ce qui conclut la démonstration.

]
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Remarquons que I'hypothése f € LP N L! intervient de maniére cruciale pour pou-
voir appliquer le théoreme de Marcinkiewicz. Le résultat est en réalité énoncé dans
[13] dans une version plus générale, en supposant uniquement f € LP. La conclusion
repose alors sur un argument de densité. Puisque nous appliquerons ce théoreme a
f = |V%| € L', I'hypothése additionnelle f € L' n’est pas restrictive pour notre
cadre de travail.

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir I'inégalité de Sobolev pour le gradient
fractionnaire lorsque p # 1.

Théoreme 3.4. Soient 0 < s <1 et1l<p<?2. I eriste une constante C' > 0 telle que
pour tout v € C°,

pr < CHVSQOHP'

1%

Démonstration. En utilisant la formule de représentation (théoreme 2.7), on a I'existence
d’une contante A, s > 0 telle que

s r—1Y
p(r) = Ay, /Rn Vio(y) - Wd?/- (3.5)

On a alors

1

1 D3 pE
*SAns / (/ vs d) dZL’
v ,( AL ¢@mx_mwsy

= An,SHIs * |VS‘P|

1%

s -

Puisque |Vép| € L' N L>, par I'inégalité de Holder, |Vp| € LP. La proposition 3.2
s’applique donc pour f = |V®p| et @ = s. On obtient finalement une constante C' > 0
telle que

lellp: < ClIVEollp,

ce qui nous donne l'inégalité de Sobolev fractionnaire attendue. O

Nous souhaitons maintenant étendre 'inégalité de Sobolev pour le gradient fractionnaire
au cas ou p = 1. Le théoreme obtenu ci-dessus pour p > 1 repose sur ’application de
la proposition 3.2. Rappelons que la preuve de cette proposition consiste a appliquer le
théoreme de Marcinkiewicz (proposition 3.3). Or, on observe que ce théoréme ne donne
pas de résultat pour p = 1. En effet, il n’est pas possible de trouver 1 < py < p; < 00 et

0 <6 <1 tels que
(1-6) 0
Po p1
Ainsi, la preuve utilisée au premier chapitre pour obtenir I'inégalité de Sobolev fraction-

naire échoue pour p = 1.

1=
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On peut alors se demander s’il est possible de trouver une nouvelle démonstration a la
proposition 3.2, valable dans le cas ou p = 1, et ainsi obtenir I'inégalité de Sobolev frac-
tionnaire attendue via une preuve similaire a celle du théoreme 3.4. Le résultat suivant,
issu de [10], montre que 'on ne peut pas espérer un tel résultat.

Proposition 3.5. Soit 0 < s < n. Alors, il n’exsite pas de constante C' > 0 telle que
I’estimation

115+ fll = < C| £l
est vérifiée pour tout f € L.

Démonstration. Supposons par contradiction la proposition 3.2 ce résultat vérifié. Alors,
pour tout 0 < s < n, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r > 0,

1o # prll e < Cllpdlh = €, (3.6)

pour les approximations de 'identité p,. Puisque I, € Li ., en passant & une sous-suite,
la convolution I * p, converge ponctuellement presque partout vers I, pour r tendant
vers 0 [16, théoreme 4.3.9]. Ainsi, par le lemme de Fatou,

n—s

(/n | Is(z)] "= dx) Sllgglf"[s*pr"ﬁ.

Puisque I, n’appartient pas a l'espace L775, ceci contredit I'équation (3.6) et on en
déduit le résultat souhaité. O

3.2 Lecasp=1

Comme constaté en fin de section 2.2, dans le cas ou p = 1, il n’est pas possible d’appli-
quer la proposition 3.2 pour obtenir I'inégalité de Sobolev pour le gradient fractionnaire.
Cependant, un résultat analogue pour les champs de vecteurs existe en dimension n > 2,
sur lequel nous pourrons nous reposer. Celui-ci fait apparaitre le noyau de Riesz a valeur
vectorielle, défini pour z € R™ \ {0} et 0 < o < n comme

- x

I,(x):

- | et

Nous consacrons donc cette section a la démonstration de 'inégalité de Sobolev pour le
gradient fractionnaire, dans le cas oit p = 1. Nous nous sommes basés sur l'article de A.
Schikorra, D. Spector et J. Van Schaftingen [10]. Celui-ci établit un résultat concernant
la transformée de Riesz a valeur vectorielle, en dimension n > 2. La démonstration
repose sur le fait que cet opérateur est a rotationnel nul. Comme mentionné dans [10],
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il est possible d’adapter la preuve pour obtenir le résulat suivant pour tout champ de
vecteur f également a rotationel nul :

s fll s < [l

En particulier, nous pourrons démontrer ce résultat pour le gradient fractionnaire, en
vertu de la proposition 2.4. Via la formule de représentation obtenue au théoréme 2.7 et
de la méme maniére que dans le premier chapitre, nous serons alors en mesure d’obtenir
I'inégalité de Sobolev souhaitée pour p = 1, en dimension n > 2. Afin d’éviter de
nous éloigner de notre cadre de travail via un détour par l'analyse harmonique, nous
énoncerons donc ’ensemble de nos résultats directement pour le gradient fractionnaire.
Nous mentionnerons explicitement ['utilisation de I’hypothese n > 2, quand celle-ci
s’avérera utile. Le cas de la dimension 1, pour lequel 'estimation est fausse, sera abordé
dans la section suivante.

Nous commengcons par définir la transformée de Riesz. Comme mentionné précédemment,
nous n’établissons pas un résultat concernant directement cet opérateur, mais celui-ci
nous sera utile dans nos calculs. L’idée est que la transformée de Riesz nous permettra
d’exprimer le noyau de Riesz a valeur vectorielle en terme du noyau de Riesz scalaire. Les
résultats relatifs a ce sujet sont issus de [7, chapitre 4]. Nous mentionnons également cer-
taines égalités faisant intervenir la transformée de Riesz sans le détail des démonstrations,
afin d’éviter de nous éloigner de notre objectif. Nous émettons un bref commentaires sur
la maniere de prouver ces résultats lorsque ce sera le cas.

Définition 3.6. Soit v € CX. On définit la transformée de Riesz de ¢ en v € R"

comme V)
Ri(x) = —cn/R — =

w o=yl

avec la constante ¢, choisie de telle sorte que

ot v désigne la transformée de Fourier.

Observons qu’en appliquant le théoreme de la divergence, on obtient

Rip(z) = clim LY _y(y) dy,

=0 Jrm\B(o,e) [T — y["t!
ce qui correspond a la transformée de Fourier telle que définie dans [7, chapitre 4].

Comme mentionné dans la propriété suivante, cet opérateur préserve I'intégrabilité.
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Proposition 3.7. Soient 1 < p < 4+00. La transformée de Riesz est de type fort-(p,p),
c’est-a-dire, il existe C' > 0 tel que pour tout yp € C

[l < Cllllp-

Observons que puisque ¥ € C°, » € LP. Alors, par densité de C'° dans LP, R admet
une unique extension linéaire continue de LP vers LP.

De plus, on a le lemme suivant.

Lemme 3.8. Soient 0 < s < 1. Alors,

[ rottvore) = [ ottt s ko)

pour tout @, € C.

Démonstration. Montrons que la fonction
n n 1 S
(z,y) e R" x R" |R¢($)|W\aﬁ@@)’

est intégrable. Le résultat suit alors du théoreme de Fubini. Soit R > 0. On calcule

1
L s do — R .
/Rn |R¢(m)||x_y|n_8|6l Pyl dw = /R" Ry l/xR |n S|31g0(y)| ydax
_%AélRw@”| 44;L‘fﬁﬁ¢@ﬂdydx

R”\ B(z,R) |z —y|n—s

Par la proposition 2.2, |V*¢| est borné sur R" et donc,

1 1
/ 7”_3’8%0(9)’ dy < Cl/ ﬁdy-
B(z,R) [z — | B(z,R) |z —y|

Puisque n—s < n, il existe p; > 1 tel que p1 (n—s) < n et donc, IIP% est d’'intégrale
finie sur B(x, R). De plus, puisque ¢ € C°, Ry € L7 pour tout ¢ > 1 par la proposition
3.7. En prenant ¢ = p/, on a alors, par 'inégalité de Holder,

1
1 1 o
m¢ydmugczw,</ d@ < 4o0.
fo Jy RNttt s < sy (f, ey

En dehors de la boule B(z, R), on utilise I'estimation explicite pour le gradient fraction-
naire donnée par la proposition 2.2. On a alors

1 1 1
L 8e(y)|dy < C) / dy
/R"\B(:B,R) |z —y|ns R\B(z,R) 1T — Y[ (1 + |y])mte
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Puisque 2n > n, on a 2psn > n pour tout p, > 1. Alors, on applique cette fois encore
I'inégalité de Holder pour déduire

1
1 1 P
Ry (z)|————|05¢(y)| dy dz < C1||Ry (/ dy)
L] IR et Ly —

< +00.

On en déduit la conclusion souhaitée. O]

On a également le résultat suivant, que nous acceptons sans preuve. Celui-ci peut se
démontrer en utilisant le théoréme de divergence.

Lemme 3.9. Soit p € C°. Alors, la transformée de Riesz admettant une extension sur
LP, on a
VR V) = [ RuL+ V)
Rn
pour tout p € C°.

L’essentiel du travail nécessaire a 1’obtention de notre résultat principal consiste en fait
a établir I'estimation suivante.

Proposition 3.10. Soit 0 < s < 1 et n > 2. Il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout j € {1,...,n} et ,p € C,

n
s

- Rip(x) (I + 95ep) () dx| < C[[V7pl1[y

Dans I'objectif de clarifier la démonstration de cette proposition, nous commencons par
démontrer certains résultats préliminaires.

Lemme 3.11. Soient 0 < s < 1, n > 2 et r > 0. Il existe une constante C' > 0 telle
que, pour tout x € R",

dp, c'
I, — <
* dr (7)) = (r + |z|)n—stt

Démonstration. Calculons

- 23] -2 ()2 5
dr = dr T"p r)] r”*lp r rn p r) r?
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On traite d’abord le cas ou |z| < 2r. Puisque p, est a support dans B(0,7), on a

1
Lo s e () <o () 2]
B [T =Yl r r)or
1 1
<ot L o ) 150 () o
r B(0,r) |z — 9| T T

Puisque p € C°(R™), il existe C; > 0 tel que pour tout r > 0,

)+ 5o ) <0

Via le changement de variable z =y — =z,

dp, C 1 C 1
I, % P(x)‘g il/ —dy = il/ —dz
dr " B(0,r) ‘y - xln s " B(z,r) |Z‘n s

Alors, puisque B(x,r) C B(0,3r) et par intégration en coordonnées radiales,

3r
I dpr(:c)|§ @ / : dz:a”‘lcl/ Pl = 2
d B 0

n+1 n—s n+1 n—s+1’
r rt (0,3r) 2| vt rrest

1
Tn—l—l

dp,
1, =
* = (x)‘

ou 0,1 désigne l'aire de la sphére de dimension n — 1 et Cy > 0. Or, puisque |z| < 2r,

1 B 1 (T+ |w|)n75+1 < 1 (3T)nfs+1 3n75+1

rn—s—‘rl - Tn—s—i—l (T + |x|>n—s+l — Tn—s—i—l (T + ’I|)n—s+1 o (7’ + |x|)n—s+l

et nous obtenons le résultat souhaité dans le cas ou |z| < 2r.

Supposons maintenant |z| > 2r. Calculons que

o) =~ (2) - () 4 =

r
Nous avons donc

I, % %(x) _ /B Cill:f (v) dy = ;1 div (yp,(y)) dy.

dr on lz=yl" 7 Jpon lr =yl

Siy € 9B(0,r), alors p, (y) = 0 et donc, par le théoreme de la divergence,

/ div (W) dy = 0.
B(0,r) |z — y[ns
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Alinsi,

1 i — 2l —
t/“ <hV(yprQD)dy:: s n(/‘ 0t ey dy
B(0,r B

r y |z =yl r or) [T —y[*s T o —y

En procédant au changement de variable w = ¥ dans le membre de droite, nous avons
alors

dp, / 1
I, x)| < C ——dw
dr (z) 2 B(0,1) |z — rw|n—stl
Montrons que
1 Cs
_— ——dw L —————. (3.7)
/3(0,1) |z — rw[rmstt (r + [z])n—stt

On calcule

1 1 1
S RO S N
/B(O,l) |z — rw|r=stt [+l B(0,1) | L —Tw i

|lz[ =]

L’intégrale apparaissant a la ligne précédente est bornée uniformément en x. En effet,
|z]

puisque 7 < ‘3, on a pour tout w € B(0,1),

x rw T 1
— | >1—-—|w|> -
[ |zl |z 2
et donc,
/ L dw < / Lt dw < +
s w =~ — w Q.
B |2 — e[ B(o) 1/275H1
Finalement, en utilisant encore une fois le fait que r < %, on a
1 B 1 (r+|z))nstt < 1 (3]z|/2)m s+t B Cy

‘x|n—s+1 - ’x‘n—s—i-l (r—i— m)n—sﬂ — |x‘n—s+1 (T—l— |x|)n—s+1 - (7’+ |x|>n—s+1’

ou Cy > 0, ce qui conclut la démonstration. n
De maniere similaire, on montre le résultat suivant.

Lemme 3.12. Soient 0 < s <1, n > 2 etr > 0. Il existe une constante C > 0 telle que

pour tout x € R",
C

I % 01 p, < —
‘ * 010 (.T)l — (T’+ |(I5Dn_s+1
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Démonstration. On calcule

1 x
pr(x) = R op () )

1 T
[ (Tl
B(0,r) |z —y r

Puisque Vp (f) est borné par une constante M > 0 pour tout r > 0, on se retrouve
dans la méme situation qu’au lemme précédent, et on conclut de la méme maniere le cas
|z| < 2r.

Si |z| < 2r,
1
L5 * Ovpr ()| = 1

Supposons |z| > 2r. Pour e; le premier vecteur de la base canonique de R™, on a

div(eipr(y)) = Orpr ().
Alors,

1
I % O1p (2 :/ —Oip-(y)dy
1#r () By [T —y["* 1#r(y)

_ /B b (e (y)) d

o 17—y

Alors, de la méme maniere qu’au lemme précédent, on utilise le fait que p, s’annule sur
0B(0,r) et le théoreme de la divergence pour écrire

1 1 . s—n ,%P % T —y
= / 0 div(eip,(y)) dy = —— / (n_)sﬂ dy.
T JB(o,r) |z =y r B(0,r) |z — y| |z =y

Via le changement de variable w = ¥, on déduit

1
|1, Oupy(2)] < 0/ — _dw

B(0,1) |z — rw[rstt 7

On déduit alors le résultat de 'équation (3.7). O

Lemme 3.13. Soient 0 < s <n, r >0 et f € Ls. Alors, il existe une constante C > 0
telle que, pour tout x = (', z,) € R" x R et y, € R,

[y ol HORTN

- ¥y = -5 -
e (1 o —yl)rostt (r+ |z = yal)> ™
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Démonstration. Observons que

1
(r+]z—y)" "

_1_
r € LR (R,

En effet, r > 0 et

n—s+1 n—s+1

>n— 1.
1—% n—s n—Ss

Puisque f € L5, par I'inégalité de Holder, on a alors pour tout v, € R,

O
fo R

LN | =
< (Lo ar) ([ o)

1
= Cl / PO dy, . (38)
S Y AU

Montrons qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

1 C
dy/ < = 2n—s *

/]R"l (r+ o' =y + |2 — anZ)n+ﬁ (= al)

(3.9)

Observons que

(I2" = y'1 + |zn — yu])* < 2max{lz’ — /|, [z, — yal})”
< 4(je" =y + fon = yal).

Alors,

r 2’ =y |+ s — | < 2<r+ Iz =y 2+ |, —yn\2>~

Ainsi, on a pour tout 2’ € R* !,

1 Cs
/ Rl dy' = / I o ntatg dy’
(ol =y P e )T R Pl =y e =)

_ C3 ]' d /
o J— n+nzs — \a;’— /‘ n+nils y ’
(r 4+ |z — ynl) Rn—1 (14_79')

""+|‘Tn7yn
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. . 10
Via le changement de variable 2’ = —7=%— +TI fy [, ous avons
n n

1 1
—dy' = (r + |z, — yn|)”1/ ——dz2
/Rnl (1+ |2/ —y/| ‘)n+n_s Rn-1 (1+ ‘z/‘)m—n_s

7"H$n7yn
De plus, par intégration en coordonées polaires,

1 o] tn—?
—— dy = o1 (r + |z, — yn’)nl/ — - dt
/R;nl (1 + |x’—y’| )n+nfs 0 (1 + t)n+nfs

T+|Zn—yn|

Or,

00 tn—? 1 00 tn—2 00 1
/ Wdtg/t”‘th+/ Wdt§1+/ = dt < +o0.
0 (1 + t) n—s 0 1 t n—s 1 t n—s

Ainsi, nous obtenons

1 n - In n-l
2 (r I =yt e —wl?) (r + |zn — yul)"
Cy
2n—s

(r + |20 = Ynl) "=

ou Cy > 0, ce qui démontre I'estimation (3.9). Ainsi, en revenant a I’équation (3.8), nous
obtenons

1_s
1 " C
/ |f<y>| n_5+1 dyl S C — — =

ce qui conclut la démonstration. O

Rappelons que la fonction maximale de Hardy-Littlewood [7] est définie pour f : R — R

et £ € R comme
1 x+r

Mf(x) = sup o - |f(t)] dt.
r>0 &1 J,o_p
Alors, on a l’estimation suivante.

Lemme 3.14. Soit o > 1. Alors, il existe C' > 0 tel que pour tout v > 0 et pour toute
fonction f: R — R localement intégrable et continue,

* f(y) -«
/0 WdySCr Mf(0).
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Démonstration. Commencons par supposer f continue. Via une intégration par parties,
observons que pour tout y € R,

M) d foyf(t)dt>_ y ( “a )
<r+y>a‘dy<<r+y>a /o”’”dt )
Alors,

[ [ () e [ ([ 700 o
:aéwoqzwﬂ<ﬁaﬂw&>@“5%””ﬂnémoﬁéwﬂdy

Via le changement de variable y = rz, on a

> y 11—« > 1 11—«
— 7 dy= — _dz= C
/o (r+yet VT / T+t 077

ou C' > 0, puisque v > 1. On déduit le résultat attendu pour les fonctions continues.

Soit f une fonction localement intégrable et positive. On applique alors la premiere
partie de la preuve a une suite de convolutions p, * f, ou r > 0, et on a

> (p'r * f)(y) e
/0 Wdy < COr = *M(p, * £)(0).

pour tout > 0. Nous utilisons le fait que la convolution décroit la fonction maximale
de Hardy-Littlewood. Plus précisément, on a

M(pr* [)(0) < M[f(0)

pour tout r > 0. Ceci se démontre par un calcul explicite. Puisque f est localement
intégrable, en passant a une sous-suite, p, * f converge ponctuellement presque partout
vers f [16, proposition 4.3.9]. On applique alors le lemme de Fatou pour obtenir

> fy) : /m(m*fﬂw -

———dy < lim —— 2= dy < Cr " * M f(0),
(A (r+y)- r=0Jy  (r+y)° ©

ce qui conclut la démonstration. O

Corollaire 3.15. Soient 0 < s <1, n € N,a e R, r >0 et f: R — R une fonction
localement intégrable. Alors il existe C' > 0 tel que pour tout r > 0,

/( IO 4y < C M),

rtla -yl r
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Démonstration. Via le changement de variable y = a — x, on a

ol [ fa-a)l
A o la—y 3 Y= A (r+ Jal 7
:/Oo’f(a_x)s dx+/oo|f(“”)s da

(r+x)* = (r+x)* =

Définissons fi(x) = f(a —x) et fo(x) = f(a+ x) pour tout z € R. Alors, en appliquant
le lemme 3.14 & f; et f, pour @ =2 — 2 on obtient

/()] [T A=) > (=)
R =L M L e
< Cren M £1(0) + Cret M £5(0) = 2Cr= ' M f(a),

d’ou l'on déduit le résultat attendu. O]

Nous sommes alors en mesure d’établir I’estimation annoncée a la proposition 3.10. Pour
ce faire, nous utiliserons la notation suivante pour tout r > 0 :

Yr = pr k1.

ou les p, désignent les approximations de l'identité définies dans le premier chapitre.
Alors,

Ry == p, x Ry,

Démonstration de la proposition 3.10. On souhaite montrer que pour tout j € {1,...,n},

< ClIVeelully

n.,
s

| Rola)E030)(a) da

Nous démontrons le résultat dans le cas ou j = 1. La preuve est similaire pour les autres
indices. Observons que par le lemme 3.8,

=| [ Op(x)s* Ry)(x) dz

Rn

| rota) o) (@) do

On note z = (2, x,,), avec ' € R"!. Pour tout ¢ > 0 et 7, € R, on a

/ o', z,) (Iy % RY) (2, x,) da’
Rnfl

<

/]Rnl (', xn) [(Is  Re) (2, ) — (Lo * Rape) (2, w,)] da’

+ o', z,) (Iy * R, (2, z,) da’

Rn—1

. (3.10)
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On borne séparément les deux intégrales apparaissant dans la somme précédente, que
I’on note respectivement

A= N o(x' ) [(Is % RY) (', x,) — (I % Rap.) (2, 2,)] da

Rn—1

B = A o(x' ) (I x R.) (2, ) da’.

]Rnfl
Travaillons d’abord sur A. On a

Al < [|070(s )l L1 @e-1) | (Ls % BY) (- 2n) — (Ls % Bibe) (5 @)l poonny - (3:11)
Par le théoreme de Fubini, on a
Iy R = pp x Is x R,

Alors, le théoreme fondamental de I'analyse implique

d

(Is % R.) (x) — (I * Raps) (z) = /; e (Is x Riy) (x) dr

°d
:/5 E(pr*ls*fw)(x)dr.

De plus, observons que I, Ry € Li .. Alors pour tout r > 0, Pr*fs*Rib est différentiable
puisque p, € C2° lest [16, proposition 4.3.6] et

C(lir(,or*ls*}hp): (iip;*(ls*Rib).

On a alors pour tout 0 < § < e et x € R”,

(Is * R.) (z) — (Is * Raps) (x) = /; [ dprr « (1 R@/))] (z)dr (3.12)

= [ [ ey yar G13)

D’autre part, le théoréeme de Fubini permet d’obtenir pour tout » > 0,

(xR0 )~ oo @) = [ [ (105 )@= pmrotayar G

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient alors, par le théoréeme de convergence dominée,

L o ) R(y) dy .

(1 R) (@) = (Lo Bo) o) = [ [ 12
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Le lemme 3.11 permet de déduire que pour tout = = (2, x,) € R"! x R,

|(Is * R¢e) (JI/,Z‘n> - (Is * R¢) (ZL’/, In)| S 05 /OE /n (T‘ + ||f%(yyl))|n—s+l d

— ] [BY (Y, yn)| ,
B 05/0 / </ (4 1@ ) — (g ) dy) Ay dr-

Pour y, € R, définissons la fonction ¢ : R — R comme

ydr

o) = ([ 1ot ar) (5,19
Rn—1

Puisque ¢ € C°, ¢ € L*. Par la proposition 3.7, on a également Ry € L= Alors, par le

lemme 3.13 appliqué & f = R, on a 'existence de Cg > 0 tel que pour tout 2’ € R* 1,

/ |RY(Y', yn)| , [D(yn)]
ra-1 (7 +(

dy S C16 _ s
', ) = (Y yn) )5 (r+ |20 — yal)*

Ainsi,

(8% ) (o) = (T RO Gy <G [ (H,;'f(ﬁ”;' jes

ou C% > 0. Le corollaire 3.15 appliqué a a = x,, et f = ¢ nous permet alors d’obtenir,

n

= Cgen Mo(zy).

c 1
H(]s * R¢) ('a wn) - (Is * R¢£) ('7$n)||L°°(]Rn—1) < 08/0 TJqub(xn) dr

Ainsi, en revenant a 1’équation (3.11),
Al < Cull83 ()1 oy M),

On cherche maintenant & borner B = [, , dip(a, z,) (I; * Ri.) (2, z,,) da’. Par la pro-

position 2.2,
Cy

05 —_—
| 1¥ ( )’ — (1 4 |LZ'|)"+S
Alors, par le théoreme fondamental de 1’analyse on a
(2, x,) (I; % R.) (2, x,) do / / 0,07 (2" 1) (I * R, (2, x,,) dt da’.
Rn—1 Rn—1

Nous utilisons maintenant le fait que le gradient fractionnaire est a rotationnel nul
(proposition 2.4), et donc,
0n0]p = 010, .
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Puisque p. est a support compact et que I, est intégrable sur tout compact de R™, on a,
par le théoreme de Fubini,

/ / 0,0 (2, t) (I * Rip.) (2, ) dt da’
Rn—1
/ / 010 (2 t) (I, * Ry, (2, x,,) dt da’
Rn—1
/ / 010 (2 t) (I * Ry, (2, ) da’ dt.
Rn—1

Puisque n > 2, l'intégrale sur R"~! apparaissant & la ligne précédente est non triviale et
nous pouvons donc intégrer par partie selon la variable x; pour obtenir

/ / 0105 p(2' 1) (I * R.) (2, x,) da’ dt
Rn—1
/ / S o(x' )0y (I * Ry, (2, z,) da’ dt.
Rn—1
Ainsi,

|B|<// 202! ) 101 (I, % Ribe) (2! )| e’ dt

( [ et oo dt) swp |01 (L * Bi) (2, 2)
Rn— 1 xeRn—l
< H nSDHLl(R” sup ’al (I * R¢E> (xla xn)' . (316)

' eRP—

D’autre part,

O (Ls * Rae) (2, ) = 01 [(pe * L) x Ry (2, 2.

Alors, par dérivation sous le signe intégral et par le théoréeme de Fubini, nous avons

01 (Iy * R.) (2, xy,) = o1 [(pe * ;) * RY] (2, x,,) dy

Rn

= 81,05(y) (IS * R’@Z}) (m - y) dy

R

— [ {Lx0ip) (- y)Row) dy

Par le lemme 3.12, on a pour tout y € R"

Cho

Iy % O1pe(x — < .
| 110( y)| = (€+ |x_y|)n_5+1
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En utilisant le lemme 3.13, nous avons alors, pour tout 2’ € R"~1,

R
|01 (I * R ) (2, @) | < 01044n_1 (c+ ||x %(;j'))ln—s-‘rl

¢ (Yn)
<C s d ny
<O [ e E

dy’ dy,

ou ¢ est définie par I’équation (3.15). En appliquant le corollaire 3.15 a a = x,, et 7 = ¢,

o Ro(y,) Me(,)
Yn Tn
s d n S C S .
/R (et |tn —pal)? 7 0= TP
Alinsi,
/ CY].3
|01 (I % R (2, 2,)| < 51_%M¢(xn).

Finalement, en revenant a I’équation (3.16),
. 1
|B] < CuallOpello @) 5= Mo (n).

Ainsi, en combinant ’équation (3.10) avec nos estimations pour A et B, nous obtenons

(2, z,) (I,  RY) (2, x,) da’

Rn—1

S s s ]_
< Mo(xy,) (CSHaﬁO(‘;fUn)HLl(Rn—l)%?" + C14||8n90HL1(Rn)€1_:;> .

Si [105¢(-, ) || L1 wn—1y = 0, alors d§¢(-,x,) est nulle presque partout sur R, et le
membre de gauche de I’équation précédente également. On choisit alors e = 1. Sinon, on
pose
_ lI9zelle @
”af@(WxN)HLl(Rn*l).

On obtient alors dans les deux cas,

S S 1_% S %
/ O, xa) (L Ry) (2, ) da’) < Cis M) V0 @)l 1 Gen1) 10221 1 oy
R
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On integre selon x,, de chaque coté de I’équation, et par 'inégalité de Holder, on a
0l p(x) (I * RY) (x) de

<.
R™ R

1-2 El
< Cullolr oy ( [ 101tz dxn> ( [ Mot dxn)

3
n

o', z,) (I; * RY) (2, x,) do’| Ay,

Rn—1

= OVl e ( / Mo(a,) dxn>

De plus, on sait par [7, théoréme 2.5] que la fonction maximale de Hardy-Littlewood est
de type fort-(p,p) pour 1 < p < +00. On a alors

n
s da.

/Rqu(xn)’Z dz, < clﬁ/Rqs(xn)Z dz, = Cis /R | Rep(x)

D’autre part, on sait par la proposition 3.7, que la transformée de Riesz est de type fort-
(p,p), et donc ||Ry[[» < Ci7f[Yh||=. On obtient finalement l'existence d’une constante
C" > 0 telle que

= | [ Oip(a)L *¥)(x) dz

Rn

< IVeelhlelle,

[ Rt 010 w) da

ce qui est le résultat souhaité. O

Nous introduisons une derniére proposition sans démonstration. Ce résultat peut se véri-
fier directement par calcul intégral ou par transformée de Fourier.

Proposition 3.16. Soient 0 < s <n, 1 <p < oo et f € LP. Alors, la transformée de
Riesz admettant une extension sur LP, on a

L* f = R(I % [).

Nous sommes alors en mesure d’établir I'inégalité de Sobolev fractionnaire attendue pour
p = 1. Afin d’alléger les notations, nous définissons le produit de convolution entre deux
champs de vecteurs f, g : R” — R” comme

(Friw)= | fle =) 5w

pour tout z € R™. Ainsi, la formule de représentation obtenue au théoreme 2.7 peut se
réécrire comme

0 = Apo(L % Vo). (3.17)

On obtient finalement le théoréme suivant.
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Théoreme 3.17. Soit 0 < s < 1 et n > 2. [l existe une constante C > 0 telle que, pour
tout p € C'°,

C

||90”ﬁ < [V
Démonstration. 1’équation (3.17) nous permet d’écrire

Alors, par I'inégalité triangulaire et par la proposition 3.16 appliqué a f = 97,

ol = < Ans > s * Kol n = Ans >R = o)l =
j=1

=1

De plus, en considérant 1’espace L7 en tant que dual de l'espace L5, on a

- i sup () (R(IS * ngo)) (7) da.

j=1l¢lla=1JR"

n—s

YR = 95)|
j=1

Par densité des fonction de classe lisses & support compact dans L5 et en appliquant le
lemme 3.9, on obtient

lol e < 4,3 sup [ (@) (R * Vi) () da

j=1¢lla=1JR"

=Ans Y. sup D(x)(R(Ls * Vip))(x) do
j=1 Illz=1 JRr
bECE®™)
=3 sw [ R Vi) @) ds
j=1 l¥lla=1 n
beCE RN

Finalement, la proposition 3.10 nous donne

lolle < C'Ans > sup  [VoglhllYllz = ClIVelly,

j=1 ll¥lz=1
PpeCe(R™)

ce qui conclut notre démonstration. O
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3.3 Contre-exemple a lI'inégalité de Sobolev
fractionnaire en dimension 1

Comme mentionné dans la section précédente, I'inégalité fractionnaire obtenue pour p =
1 au théoréme 3.17 n’est valable qu’en dimension n > 2. Nous avions observé que cette
hypothése intervenait notamment dans la preuve de la proposition 3.10. Nous terminons
ce chapitre par un contre-exemple montrant que l'inégalité de Sobolev fractionnaire
obtenue au théoreme 3.17 est fausse en dimension 1. Nous nous inspirons du contre-
exemple au résultat obtenu par Schikorra, Spector et Van Schaftingen dans [10], présenté
dans ce méme article. Dans ce contexte, nous préférons la notatio
gradient fractionnaire V°. On écrira également sgn(z) plutot que pr On souhaite donc
prouver le théoréme suivant.

Théoréme 3.18. Soit 0 < s <1 et ¢ € C°(R). L’estimation

d®e
dxs L

ol <]

: (3.18)

ou C' > 0 ne dépend pas de p, ne tient pas.

De fagon similaire au contre-exemple obtenu a la proposition 3.5, I’objectif est de trouver
une famille adéquate de fonctions ,, telle que le membre de droite de l'inégalité est
borné uniformément en r, tandis que le membre de gauche est non borné pour r —
0.

Nous commencons par quelques calculs préliminaires.

Lemme 3.19. Soient 0 < s <1, f € C(R) et g € L} (R). Alors,

ds s f
dxs(f*g) - dl’s

* (.

Démonstration. Puisque f € C°(R), (f x g) € C°(R) et donc la dérivée fractionnaire
d° (f % g)(x) est bien définie. Calculons

dzs |3:- w’1+8
— y)d — d
/ fR x ’xy_ ‘flﬂis y)9(y) dy sen(z — w) duw.
Par le théoreme de Fubini, on a alors
ds flz — flw—1y)g(y)
dxs / / |x — w|1+5 sgn(z — w) dw dy.
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Via le changement de variable w = y + z, on obtient finalement

& (f*g)(:v)z/R< Ha =) =S ey 2 dz) o(v) dy

dzs R |z —y—z|tts

= / dsf(x —y)g(y) dy = < j;]: * 9) (). -

r dx®

La formule de représentation nous permet alors d’obtenir I'identité suivante.

Proposition 3.20. Soient 0 < s <1 et p € CX(R). Alors,

a4 .
L) =—o.
G Pxl) =0

Démonstration. Par le lemme 3.19 nous avons

ds - ds
1) =
dxs (p* 1) dxs

A

* 1.

On calcule alors, pour tout z € R,

e D@ = [ v -0l =— [ el nLmdy
B dp -
S ( 1 * Is> ().

La formule de représentation nous donne le résultat souhaité. n

On pourrait alors tenter d’évaluer 1’équation (3.18) en ¢ = p, * I,. Comme le suggere la
proposition précédente, le membre de droite de ’équation (3.18) vaudrait alors 1 pour
tout r. Par le lemme de Fatou on aurait pour le membre de gauche, en faisant tendre r

vers 0,
1 1-s B L 1-s
( dx) = (/ |I5(x)| T dx) < liminf ||; % p,|| 1,
R || R =0 o

qui est clairement non borné. Le probleme est que la convolution p, * I; n’est pas a
support compact. Il nous faudra donc considérer une certaine correction a cette famille
de convolutions.

Considérons ¢, 1) € C°(R). Le produit ljsw est encore a support compact et donc,

px (I) € CZ(R).

Nous introduisons quelques outils de calcul supplémentaires. La dérivée fractionnaire
ne vérifie pas la formule de dérivation de Leibniz. Cependant, on a le résultat sui-
vant.
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Proposition 3.21. Soient ¢, € C°(R). Alors, pour tout x € R,

o0 = TE@0) + [ o)t (e - )y
Démonstration. On calcule
ds p(x)(z) — p(y)Y(y)
I (P)() = / |:C ~ y|s+1 sgn(z — y) dy
/ Y (x Tx)]_;fg) [(z) — Y(y)] san(z — 1) dy
— 2@ + [ e e - )y 0

Définissons pour tout r > 0, 1.(z) = ¢(rz). Pour tout r > 0, ¢, € C°(R). L'essen-
tiel du travail nécéssaire a 1’obtention de notre contre-exemple consiste alors a établir
I’estimation suivante.

Proposition 3.22. Soient r > 0 et ¢ € CP(R), avec supp(y) C [—1,1]. 1l existe une
constante C' > 0, ne dépendant pas de r, telle que

< Cllelh
1

H dd; EEYEA"S]

pour tout p € CX(R).

Démonstration. Par le lemme 3.19, nous avons

S S

d - d =
d1z° {80 * (Isd}T)} = dxf * (Lsthr).

Alors, pour tout = € R,

S S

di:s o+ ()] (@) = /R ddeSO(iU —y) (Ih,) (y) dy
- _/R dd;sso(x —y)en(y) L(y) dy.

Posons ¢(y) = ¢(x—y). Via la formule de dérivation fractionnaire du produit, on calcule
alors

j;f (y)@DT(y) _ ds ¢r(y) B wr(z)

G- [ o6 gy - ) a
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On a donc

s

i[*@mmm
[ i [ [ o I gy g asay
/1(F<¢¢”< ny+ [ [ o i sty ) dz

ou on a utilisé le falt que le noyau I est impair. On reconnait alors dans le premier terme
la convolution de |~ (gowr) avec I, évaluée en 0. Par la formule de représentation, on a
donc

// w-%__ﬁp%mk@aww@

On évalue alors la norme L' des deux membres de I’équation et on obtient

[ [+ ()] )]

(/w o) o+ [ [ ([ 1ete-apar) UGz,
~ ([ wnas) o+ [ [( [ oeiac) DL sy

On a ainsi
‘ d

T Lo (L) H
|<,0 ) da | | |2 (0 |+ W’“ — sjjl 2l 11_Sdzdy . (3.19)
Iy Z| ||

Pour conclure, il nous reste a montrer que l'intégrale

[ (y) — e (2)] 1
// |y—Z|S+1 |y|1‘3dydz

est uniformément bornée par rapport a la variable r. Via les changements de variable

S
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t=ryetw=rz ona

[ (t) — p(w)]
// T w|5+1 Wl dt dw
Y(w)| 1
— dt dw.
AR\FMM|WS v

Traitons d’abord le cas ou |t — w| < 1. Puisque supp(¢) C [—1,1], observons que si
|t| > 2, alors on doit avoir |w| < 1 pour que 'intégrale ci-dessus ne s’annule pas. Or, ce
cas est exclu par notre hypothese |t — w| < 1. On peut donc supposer |t| < 2.

Posons C' = sup |¢)(z)|. Puisque ¢ € C°(R), 1 est lipschitzienne et donc,
zeR

V() —pw)| 1 // t—w[ 1
ditdw < C ditd
/R/R =t e T S Je =t e
1 1
Y P
rJr [t —w|* [t

1 t+1 1 t+1 1
dw = / dw = 2/ ——dw
R [t —wl® -1 |w—tJ t (w —t)*

2 B 2
:1_8[(w—t)1 KH:l—s'

1 1 2 1
[ i 2 [ e
R Jr [t —w|®[t]7* 1—s Jglt|'—s

Considérons maintenant 1’intégrale

[ [0 )] 1
A= [ | S e e

|t—w|>1

On calcule

On a alors

Puisque supp(v)) C [—1, 1], on peut cette fois encore supposer que l'on n a pas simulta-
nément |t| > 1 et |w| > 1. Alors, par symétrie et puisque le quotient W est maximal
lorsque t et w sont de méme signe, il est suffisant de montrer que les intégrales

+oo 1
_ 0O — vlw)| 1
as [ [ e e
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et

1 +00
1 1
B::// dt dw
o J2 [t — w|stt[¢]=s

sont finies. Considérons l'intégrale A. On pose M = sup ¢)(x). Alors
z€eR

+oo 1 o +00 1
/ / W) vl T4, < QM/ / L L dtdw
2 o |t—wlst o Jtjie 2 o |t —wl[stt[t]t=s

Pour 0 <t <1, on calcule

/+oo 1 q /+oo 1 4 S -
—_— dw = — dW = S.
2t —wl! 2 (w—t)pH! 2-1t)p

/*C’o/l 1 1 L |
dtdwgs/ dt < +o0.
T o T

On traite maintenant le cas de l'intégrale B. Comme précédemment,

1 +o0 1 1
B < QM/ / dt dw.
o J2 [t — w|stt [¢]t=s

On calcule pour 2 <t < 400,

1 1
1 1 1
— dw < - duw=——-.
Aw—wwlw—l<rJWJw (t — 1)>+1

En utilisant le fait que § > 1, on a alors

Alinsi,

1 1 2$+1

< = .
(t— 1)+ = (t—t/2)s+1 =1

1 “+o00 1 1 +o0o 1
/ / dtdw < 23“/ —dt < +o0.
o J2 [t —w|s+t [t 2 t2

Ainsi, I'intégrale A, est bornée par une constante C' > 0 indépendante de r, ce qui, en
revenant a 1’équation (3.19) nous donne

Alors,

< llell ([¥(0)] + C).

1

H dd; EEYEATS]

Ceci conclut la preuve de la proposition. O
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Considérons maintenant les approximations de lidentité p, et p € C®(R) tel que
supp(¢) C [—1,1] et ¥(0) = 1. En prenant la famille de fonctions ¢, = p, * (Is,),
nous sommes alors en mesure de démontrer le théoréme 3.18.

Démonstration du théoréeme 3.18. Supposons par contradiction qu’il existe une constante
C > 0 telle que I'inégalité

d®p
dxs

ol <]

1

soit vérifiée. Pour tout r > 0, par la proposition 3.22, on aurait

s

< Cllp, i =C.

1

(o (Iethy)|

:L.s

- d
I s Tl < €| 5

Or puisque ¥(0) = 1, p, * (fg@br) converge ponctuellement vers I, pour r tendant vers 0.
Par le lemme de Fatou, on aurait alors

1—s
1 - R _
< dx) = || L] o < limiglf lpr * (Is))]| L < C.
1—s r— 1—s

R |575|

Puisque le membre de gauche de cette inégalité est infini, on obtient une contradiction,
d’ou nous déduisons le résultat souhaité. O
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Conclusion

A travers ce travail, nous avons pu obtenir I'inégalité de Sobolev pour la semi-norme de
Gagliardo,

[|u pr < O[U]s,m

lorsque sp < n, ainsi qu'un résulat analogue pour le gradient fractionnaire V*p,

lellps < CIV@llp,

pour tous p et n non simulatément égaux a 1.

Nous avons débuté le chapitre 1 par I’étude de I'inégalité de Sobolev dans le cadre des es-
paces de Sobolev usuels. L’introduction des espaces de Sobolev fractionnaires via la semi-
norme de Gagliardo nous a alors permis d’obtenir un premier résultat pour cet objet, éta-
blisant I'inclusion de W*? dans LP:. Nous avons ensuite étudié les liens entre espaces de
Sobolev classiques et espaces de Sobolev fractionnaires, tels que définis dans ce chapitre.
Nous avons notamment pu exprimer [-|5, en tant qu’objet intermédiaire entre les normes
sur les espaces L? et WP, La formule de Bourgain-Brezis-Mironescu nous a également
permis de récupérer la norme p du gradient, a partir de [-]s .

Dans le chapitre 2, nous nous sommes restreints a 1’étude de fonctions C2° pour définir
un objet jouant le role de gradient dans le cadre des espaces de Sobolev. Nous avons
alors exploré les propriétés de ce nouvel objet, et avons constaté qu’il nous était pos-
sible de récupérer le gradient habituel pour s tendant vers 1, via I’ajout d’un facteur
(s — 1), afin de controler la croissance de V*p. Dans ce méme chapitre, nous avons
obtenu une formule de représentation pour le gradient fractionnaire, permettant d’ex-
primer ¢ en fonction de V*®p, par une convolution avec le noyau de Riesz a valeur
vectorielle.

Au chapitre 3, cette formule de représentation est intervenue de maniére cruciale dans la
démonstration de I'inégalité de Sobolev pour le gradient fractionnaire, aussi bien dans
le cas o p > 1, que pour p = 1. Pour p strictement supérieur a 1, nous avons pu
nous reposer sur une estimation faisant intervernir le noyau de Riesz. Ce résultat clef
démontré, la formule de représentation nous a permis d’obtenir la conclusion souhaitée.
Nous avons alors constaté, via un contre-exemple faisant intervenir les approximations
de l'identité p,., que I'estimation pour le noyau de Riesz utilisée précédemment ne tient
pas pour p = 1. Dans ce contexte, nous avons cherché a obtenir un résultat analogue
pour le noyau de Riesz a valeur vectorielle. Le résultat découlait alors de cette esti-
mation, a condition de supposer la dimension n > 2. Nous avons terminé ce chapitre
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en montrant qu’en dimension 1, il n’est pas possible d’obtenir un tel résultat pour le
gradient fractionnaire lorsque p = 1.

Nous cloturons ce mémoire en mentionnant certains points qui n’ont pas été traités dans
ce travail et questions laissées en suspens, ainsi que quelques références abordant ces
sujets.

Nous avons supposé pour 'ensemble de ce travail sp < n. Lorsque sp = n ou sp > n,
il est également possible de retrouver des résultats analogues aux espaces de Sobolev
classiques. Pour ceux-ci, quand p = n, on se trouve dans le cas critique pour la définition
de I'exposant de Sobolev et on a I'incusion dans les espaces L? pour p < ¢ < 400. Lorsque
p > n, le théoréme de Morrey permet notamment d’étudier la continuité des fonctions
de Sobolev. On peut alors obtenir des résultats similaires, présentés dans [5, chapitre
4.4], pour les espaces W*P.

Comme constaté au chapitre 1, un défaut de la semi-norme de Gagliardo est le fait
que celle-ci ne permet pas de retrouver la norme LP du gradient en prenant s = 1.
Nous avons introduit la formule de Bourgain-Brezis-Mironescu, proposant une correction
a ce probleme via 'ajout d’un facteur 1 — s. Un autre résultat a été obtenu par H.
Brezis, J. Van Schaftingen et P.-L. Yung dans [2], établissant 1’équivalence de la semi-
norme |Vu||, avec une quantité analogue a la semi-norme de Gagliardo, évaluée en
s=1.

Finalement, mentionnons que la construction du gradient fractionnaire V*¢ est analogue
a des objets introduits par D. Spector et T. Mengesha dans [9], et D. Spector et T.-T.
Shieh dans [11], ou des objets différentiels fractionnaires sont étudiés pour des fonctions
non nécessairement C2°.

Nous espérons que le lecteur aura trouvé autant d’intérét a ce travail que 'auteure
en a pris a le réaliser, et que celui-ci aura su motiver 'approfondissement de ce riche
domaine.
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